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= Una introduccion a la Geometria Proyectiva
= para la reconstruccion 3D a partir de imagenes.
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Biblogratia = Estudio de las propiedades geométricas preservadas por

proyecciones: Euclides (325-265 AC), Apolonio (226-190
AC), Pappus (290-350), Desargues (1591-1661), Pascal
(1623-1662), ... .

= Hacia la Geometria Proyectiva: Poncelet (1788-1867), Von
Staudt (1798-1867), Plucker (1801-1868).
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Biiografa = Tratados sobre la perspectiva en la pintura: Piero de la

Francesca (1420-1492).

= Invencion de la fotografia (1827) — Aplicacion al problema
de la reconstruccion de elementos tridimensionales a partir
de imagenes (fotogrametria).

m Técnicas actuales de reconstruccion con camaras no
calibradas (1992-).
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Un objetivo concreto

Reconstruccion 3D con camaras no calibradas

Datos de partida: Correspondencia entre puntos en varias
Imagenes.

Objetivo: Obtener
= Posiciones 3D de los puntos

s Parametros intrinsecos de las camaras

m Posiciones relativas de las camaras
Reconstruccion 3D (VRML)

(Pulsar boton derecho del raton y seleccionar “Abrir vinculo web en el explorador”.

Se necesita tener instalado un plug-in de VRML.))
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Proyecciones

¥ =—f, y =2
Z Z

Vamos a convertir estas ecuaciones en ecuaciones lineales.
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Coordenadas homogéneas en el plano

Ecuacion afin de una recta:

axr +by+c=0
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Coordenadas homogéneas en el plano

Ecuacion afin de una recta:
axr +by+c=0
Coordenadas homogéneas de la recta:

r ~ (a,b,c)
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Coordenadas homogéneas en el plano

Ecuacion afin de una recta:
axr +by+c=0
Coordenadas homogéneas de la recta:
r ~ (a,b,c)
Punto de la recta

(CL‘, y)a (ZC, Y, 1)(&, b, C)T =0
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Coordenadas homogéneas en el plano

Ecuacion afin de una recta:
axr +by+c=0
Coordenadas homogéneas de la recta:
r ~ (a,b,c)
Punto de la recta
(), (z,9,1)(a,b,c)" =0
Coordenadas homogéneas del punto:

X Y
X.Y,T) ~ 1 — = — =
< 9 9 ) <£C7y7 )7 T x? T y

Ecuacion de la recta en coordenadas homogéneas

X Y
ax—l—by—l—c:()<:>a?+bf—|—c:O<:>aX—|—bY—|—cT:O
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Coordenadas homogéneas en el plano

?Qué representa el punto (X,Y,0)?
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Coordenadas homogéneas en el plano

?Qué representa el punto (X,Y,0)?
Punto de corte de dos rectas

aX +b0Y +cT'=0, d X+VY +IT =0
= (X,Y,T) ~ (a,b,c) x (a',V,c).
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Coordenadas homogéneas en el plano

?Qué representa el punto (X,Y,0)?
Punto de corte de dos rectas

aX +b0Y +cT'=0, d X+VY +IT =0
= (X,Y,T) ~ (a,b,c) x (a',V,c).

Cortamos dos rectas paralelas

aX +bY +c=0, aX+bY + =0
= (X,Y,T) ~ (a,b,c) x (a,b,c) ~ (b, —a,0)

Obtenemos el vector director de la recta.
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Coordenadas homogéneas en el plano

?Qué representa el punto (X,Y,0)?
Punto de corte de dos rectas

aX +bY +cT' =0, d X+0VY +T =0
= (X,Y,T) ~ (a,b,c) x (a',V', ).
Cortamos dos rectas paralelas
aX +bY +c=0, aX+bY + =0
= (X,Y,T) ~ (a,b,c) x (a,b,c) ~ (b, —a,0)

Obtenemos el vector director de la recta.
(X,Y,0) es el “punto” en el que se cortan todas las rectas con

vector director v = (X,Y)
= punto del infinito de la recta.
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Coordenadas homogéneas en el plano

?Qué representa el punto (X,Y,0)?
Punto de corte de dos rectas

aX +b0Y +cT'=0, d X+VY +IT =0
= (X,Y,T) ~ (a,b,c) x (a',V', ).
Cortamos dos rectas paralelas
aX +bY +c=0, aX+bY + =0
= (X,Y,T) ~ (a,b,c) x (a,b,c) ~ (b, —a,0)
Obtenemos el vector director de la recta.
(X,Y,0) es el “punto” en el que se cortan todas las rectas con

vector director v = (X,Y)
= punto del infinito de la recta.

Los puntos del infinito forman la recta del infinito, T = 0.
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Dualidad

Si en un teorema cambiamos “recta definida por dos puntos”
por punto de corte de dos rectas, obtenemos otro teorema.

Por ejemplo:

= Dos puntos determinan una recta.
= Dos rectas determinan un punto.
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Dualidad

Teorema de Pappus
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Dualidad

Dual del teorema de Pappus

Y/
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Homografias

Una homografia es una transformacion biyectiva del espacio
proyectivo de la forma

X X’ a1 Qai12 Qais X
Y| =Y |=]aa ax ass Y

T T’ asq aso ass T

Dos matrices proporcionales definen la misma homografia.

En el espacio afin no es biyectiva:
» Los puntos (X,Y,T)(as1,asz,as3) = 0 se van al infinito.

= Los puntos de la recta del infinito 7" = 0 aparecen en la recta
(@11, a21,a31) X (a2, a2z, asz).
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Homografias

Una homografia es una transformacion biyectiva del espacio
proyectivo de la forma

X X’ a1 Qai12 Qais X
Y| =Y |=]aa ax ass Y

T T’ as1 azz2 ass T

Dos matrices proporcionales definen la misma homografia.

En el espacio afin no es biyectiva:
» Los puntos (X,Y,T)(as1,asz,as3) = 0 se van al infinito.

= Los puntos de la recta del infinito 7" = 0 aparecen en la recta
(a11,az21,a31) X (a2, azz, asz).

Geometria proyectiva = Estudio de las propiedades que se
preservan por homografias.
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Visualizando la recta del infinito

Aplicando una homografia:
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El espacio proyectivo n-dimensional

Coordenadas: de afines a homogéneas y viceversa:

(1, xpn) — (T1,. .., T, 1)

X1 Xn

ey
Xn—l—l Xn—i—l

(X1, X0, Xna1)
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El espacio proyectivo n-dimensional

Coordenadas: de afines a homogéneas y viceversa:

(1, xpn) — (T1,. .., T, 1)

( X1 Xn
X

7 Xn—i—l
Hiperplano del infinito:

) (X1, X0, Xna1)

X'n—l—l =0

Dualidad:

Punto < Hiperplano
Variedad definida por m puntos < Variedad interseccion de m
hiperplanos.
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El espacio proyectivo n-dimensional

Coordenadas: de afines a homogéneas y viceversa:

(1, xpn) — (T1,. .., T, 1)

( X1 Xn
X

7 Xn—i—l
Hiperplano del infinito:

) (X1, X0, Xna1)

X'n—l—l =0

Dualidad:
Punto < Hiperplano
Variedad definida por m puntos < Variedad interseccion de m
hiperplanos.

Homografias:
Definidas por n + 1 puntos en en posicion general.
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Respetan algo las homografias?

= Colinealidad
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Respetan algo las homografias?

= Colinealidad

®m |ncidencia
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Respetan algo las homografias?

= Colinealidad

®m |ncidencia

= Razdn doble
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El espacio proyectivo 1D
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Razon doble
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Razon doble

b’
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Razon doble

A, B,C, D] =

Hila .o =

= (dy, dy) = Hy(D') =

(HOOH_l) ‘A,B,C = H; II‘]()O}I_1
Hy ((H~H(D")) = Ho(D) = (dy, d)
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Razon doble

Formula de la razon doble;

A= (a17a2), B = (bl,bQ), C = (01762)7 D = (dladQ)a

(A, B,C, D] =

c1  C2 di do
ayp az ap az
c1 Ca di da

b1

b2
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Razon doble

Formula de la razon doble;

A= (a17a2), B = (bl,bQ), C = (01762)7 D = (dladQ)a

(A, B,C, D] =

c1  C2 di do
ayp az ap az
c1 Ca di da

b1

b2

Para cuatro puntos finitos:

b1

b2

A=(a,1), B=(b1), C=(c1), D=(d1),
d—a
c—b d—b

A, B,C, D] =

C—a
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El espacio proyectivo 1D: razon doble

Una perspectividad es un caso particular de homografia entre

rectas proyectivas.
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El espacio proyectivo 1D: razon doble

Una perspectividad es un caso particular de homografia entre

rectas proyectivas.

/

/

La restriccion de una homografia N-D a una recta es también
una homografia entre rectas proyectivas.
= Las homografias preservan la razon doble de cuatro puntos

alineados.
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Proyecciones
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Proyecciones
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Reconstruccion proyectiva

Datos: Puntos q;; proyectados en varias imagenes:

qij ~ P;Q;

Incognitas:
= Matrices de proyeccion P;

= Puntos 3D Q;
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Reconstruccion proyectiva

Datos: Puntos q;; proyectados en varias imagenes:
qij ~ P;Q;

Incognitas:
= Matrices de proyeccion P;

= Puntos 3D Q;

Pedimos demasiado:

q;; = P,Q; = (PH) (H_le)

Incognitas realistas: Para alguna H,
= Matrices de proyeccion P/ = P;H

= Puntos 3D Q) = H7'Q;

Geometria proyectiva y vision artificial - Universidad Auténoma de Madrid - 10-05-07 19



http://www.gti.ssr.upm.es

o titlel
e Geometria proyectiva y vision
artificial

Introduccion

Elementos de geometria
proyectiva

Reconstruccion proyectiva

e Reconstruccion proyectiva

e Rec. proyectiva para dos
imagenes

e Reconstruccion proyectiva

Geometrias: euclidea, afin,
proyectiva

Reconstruccion euclidea

Bibliografia

José Ignacio Ronda - GTI - UPM

Rec. proyectiva para dos imagenes

Condicion para gue exista solucion:
Que exista una matriz F' (matrix fundamental) de rango dos tal

que

q;‘Tquz = 0.
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Rec. proyectiva para dos imagenes

Condicion para gue exista solucion:
Que exista una matriz F' (matrix fundamental) de rango dos tal
que

q;‘Tquz = 0.
Algoritmo
1. Obtener F' a partir de pares de puntos.

2. Obtener un par de matrices de proyeccion solucion a partir
de I

P:(I O), P’:(e’XF e’).

con e’ del nucleo por la izquierda de F.
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Rec. proyectiva para dos imagenes

Condicion para gue exista solucion:
Que exista una matriz F' (matrix fundamental) de rango dos tal
que

q; Fq; =0.
Algoritmo
1. Obtener F' a partir de pares de puntos.

2. Obtener un par de matrices de proyeccion solucion a partir
de F

P = <I O), P’ = (e’XF e’).
con e’ del nucleo por la izquierda de F.
3. Obtener los puntos 3D resolviendo el sistema lineal

a;jq; = PQy, Oé;q;' = P'Q;
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distancias, ...

Reconstruccion proyectiva

1. La reconstruccion proyectiva de los puntos Q;, Q; = HQ);
es una version muy distorsionada de la escena.
= No se respetan angulos, ni distancias, ni ratios entre

= El plano del infinito ha cambiado de sitio: rectas paralelas
dejan de serlo.
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distancias, ...

Reconstruccion proyectiva

1. La reconstruccion proyectiva de los puntos Q;, Q; = HQ);
es una version muy distorsionada de la escena.
= No se respetan angulos, ni distancias, ni ratios entre

= El plano del infinito ha cambiado de sitio: rectas paralelas
dejan de serlo.

2. Es necesario convertir la reconstruccion proyectiva en una
reconstruccion euclidea.
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distancias, ...

Reconstruccion proyectiva

1. La reconstruccion proyectiva de los puntos Q;, Q; = HQ);
es una version muy distorsionada de la escena.
= No se respetan angulos, ni distancias, ni ratios entre

= E| plano del infinito ha cambiado de sitio: rectas paralelas
dejan de serlo.

2. Es necesario convertir la reconstruccion proyectiva en una
reconstruccion euclidea.

3. Para ello tenemos que estudiar como se ven las geometrias
afin y euclidea dentro de la geometria proyectiva.
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Jerarquia de geometrias

= Felix Klein (1872) propuso clasificar las propiedades
geomeétricas en funcion de su invariancia respecto de
distintos grupos de transformaciones.
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Jerarquia de geometrias

= Felix Klein (1872) propuso clasificar las propiedades
geomeétricas en funcion de su invariancia respecto de
distintos grupos de transformaciones.

= Cada geometria esta asociada a un grupo de
transformaciones.
0 Geometria euclidea: movimientos
0 Geometria conforme (“euclidea”): semejanzas
0 Geometria afin: afinidades
0 Geometria proyectiva: Homografias
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Jerarquia de geometrias

= Felix Klein (1872) propuso clasificar las propiedades
geomeétricas en funcion de su invariancia respecto de
distintos grupos de transformaciones.

= Cada geometria esta asociada a un grupo de
transformaciones.
0 Geometria euclidea: movimientos
0 Geometria conforme (“euclidea”): semejanzas
0 Geometria afin: afinidades
0 Geometria proyectiva: Homografias

{movimientos} C {semejanzas} C {afinidades} C {homografias}
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Jerarquia de geometrias

Felix Klein (1872) propuso clasificar las propiedades
geomeétricas en funcion de su invariancia respecto de
distintos grupos de transformaciones.

Cada geometria esta asociada a un grupo de
transformaciones.

0 Geometria euclidea: movimientos

0 Geometria conforme (“euclidea”): semejanzas
0 Geometria afin: afinidades

0 Geometria proyectiva: Homografias

{movimientos} C {semejanzas} C {afinidades} C {homografias}

= La geometria proyectiva incluye a las otras tres.
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Geometria afin

La geometria afin estudia las propiedades que se preservan

por afinidades.
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Propiedades afines: razon simple
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(a,1), B=(b,1), C
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=(c,1), D= (d',1),d —
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Geometria euclidea

La geometria “euclidea” estudia las propiedades que se

preservan por semejanzas.
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Geometria euclidea

La geometria “euclidea” estudia las propiedades que se

preservan por semejanzas.
En coordenadas afines

q =aRq +v,

RR' = 1.
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Geometria euclidea

La geometria “euclidea” estudia las propiedades que se

preservan por semejanzas.
En coordenadas afines

q =aRq +v,

En coordenadas homogéneas:

Q' ~

R
OT

RR' = 1.
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Geometria euclidea

La geometria “euclidea” estudia las propiedades que se
preservan por semejanzas.
En coordenadas afines

q =aRq +v,

En coordenadas homogéneas:

Q' ~

R
OT

RR' = 1.

\%

1 Q

Las semejanzas son las homografias que preservan el plano

del infinito y algo mas.
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Circunferencias

Corte de una circunferencia con la recta del infinito.
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Circunferencias

Corte de una circunferencia con la recta del infinito.

Algebraicamente:

(x—a)*+ (y —b*) —c* =0
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Algebraicamente:
(x—a)*+ (y —b*) —c* =0

& 2? +y? —2ax —2by + (a® +b* — ) =0
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(x—a)*+ (y —b*) —c* =0

& 2? +y? —2ax —2by + (a® +b* — ) =0

X Y
& (a; = =y = ?) X?4Y?—2aXT—-20Y T+(a*+b*—c*)T* = 0

Puntos de corte:

I~ (X,iX,0)~ (1,4,0), J ~ (X, —iX,0) ~ (1,—i,0).
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U = (cosa,sina), V = (cosf,sin ()

U, Vv, 1,J] =

1 ? 1 ?
cosa sin« cos(3 sinp

1 —1 1 —1
cosa sina cos3 sinf
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U = (cosa,sina), V = (cos3,sin )

U, V., 1,J] =

(sina — i cos a)(sin a + i cos a)

(sin a 4 7 cos a)(sin B — i cos 3)
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L a conica absoluta

T

Corte de una esfera con el plano del infinito:

1

2 2 2
0, X" +Y +Z2Z7=(X Y Z)|0
0

= O O

€ ©o ~ o

Geometria proyectiva y vision artificial - Universidad Auténoma de Madrid - 10-05-07 29



http://www.gti.ssr.upm.es

L a conica absoluta

o tilel Corte de una esfera con el plano del infinito:
e Geometria proyectiva y vision
artificial

Introduccion

Elementos de geometria

1
T=0, X*4+Y*+27°= (X Y Z) 0
0

Reconstruccion proyectiva

0 X
0 Y | =0
1 A

Geometrias: euclidea, afin, \ J/
proyectiva
e Jerarquia de geometrias

e Geometria afin

0
1
0
w

e Propiedades afines:

paralelismo Las semejanzas son exactamente las homografias que preservan

e Propiedades afines: razon

simple eSta CéﬂICa

e Geometria euclidea
e Circunferencias
e Angulos

e La conica absoluta

Reconstruccion euclidea

Bibliografia

José Ignacio Ronda - GTI - UPM Geometria proyectiva y vision artificial - Universidad Auténoma de Madrid - 10-05-07 29



http://www.gti.ssr.upm.es

L a conica absoluta

o tilel Corte de una esfera con el plano del infinito:

e Geometria proyectiva y vision
artificial

Introduccion

Elementos de geometria
proyectiva

Reconstruccion proyectiva

Geometrias: euclidea, afin,
proyectiva

e Jerarquia de geometrias
e Geometria afin

e Propiedades afines:
paralelismo

e Propiedades afines: razon
simple

e Geometria euclidea

e Circunferencias

e Angulos

e La conica absoluta

Reconstruccion euclidea

Bibliografia

José Ignacio Ronda - GTI - UPM Geometria proyectiva y vision artificial - Universidad Auténoma de Madrid - 10-05-07 29



http://www.gti.ssr.upm.es

o titlel
e Geometria proyectiva y vision
artificial

Introduccion

Elementos de geometria
proyectiva

Reconstruccion proyectiva

Geometrias: euclidea, afin,
proyectiva

Reconstruccion euclidea

e Reconstruccion euclidea

e Tipos de reconstrucciones

e Buscando puntos del infinito
e Buscando la conica absoluta
e Indeterminacion de posicion y

escala
e Autocalibracion con pixeles

cuadrados
e Autocalibracion con pixeles

cuadrados
e Autocalibracion con dos

camaras
e Autocalibracion con dos

camaras

Bibliografia

José Ignacio Ronda - GTI - UPM

Reconstruccion euclidea

De la reconstruccion proyectiva a la reconstruccion euclidea:

= [ ocalizar el plano del infinito
= | ocalizar la conica absoluta
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Reconstruccion euclidea

De la reconstruccion proyectiva a la reconstruccion euclidea:

= [ ocalizar el plano del infinito

= | ocalizar la conica absoluta
Dos alternativas:

1. Utilizar datos conocidos de la escena
= Cada par de rectas paralelas nos da un punto del plano

del infinito.
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Reconstruccion euclidea

De la reconstruccion proyectiva a la reconstruccion euclidea:
= [ ocalizar el plano del infinito

m | ocalizar la conica absoluta
Dos alternativas:
1. Utilizar datos conocidos de la escena
= Cada par de rectas paralelas nos da un punto del plano
del infinito.

= Dos pares ortogonales rectas paralelas nos dan ademas
una ecuacion en los parametros de la conica absoluta.
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Reconstruccion euclidea

De la reconstruccion proyectiva a la reconstruccion euclidea:

= [ ocalizar el plano del infinito

= | ocalizar la conica absoluta
Dos alternativas:

1. Utilizar datos conocidos de la escena
= Cada par de rectas paralelas nos da un punto del plano

del infinito.

= Dos pares ortogonales rectas paralelas nos dan ademas
una ecuacion en los parametros de la conica absoluta.

2. Utilizar la constancia de ciertos parametros en las camaras

(autocalibracion).
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Tipos de reconstrucciones

Escena real
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Dos puntos y su punto medio nos dan un punto del infinito.
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Buscando la conica absoluta

Dos direcciones (puntos del infinito ortogonales) nos dan una
ecuacion en las componentes de la matriz de la conica
absoluta.

(X,Y, 2)w(X' Y, Z) =0
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Autocalibracion con pixeles cuadrados

= Tener pixeles cuadrados equivale a que de cada camara
partan dos rectas conocidas que cortan a la conica absoluta.
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= | a calibracion euclidea consiste en hallar una conica que
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m Sjtenemos diez 0 mas camaras se resuelve mediante

técnicas de algebra lineal.
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Autocalibracion con pixeles cuadrados

Reconstruccion de un patio de El Escorial
Camaras con pixeles cuadrados, parametros variables
desconocidos

Reconstruccion 3D (VRML)

(Pulsar botén derecho del raton y seleccionar “Abrir vinculo web en el explorador”.

Se necesita tener instalado GeqplagfdmdgeiRMLyi3)on artificial - Universidad Auténoma de Madrid - 10-05-07 36
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Autocalibracion con dos camaras

Partimos de dos imagenes tomadas con camaras
= Con pixeles cuadrados.

= Con el resto de los parametros intrinsecos iguales,
desconocidos.

El conjunto de soluciones depende de un parametro.

Ejemplo de reconstruccion:
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Autocalibracion con dos camaras

Rec. euclidea - comp 2 - index 926

015w N
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Explorando la curva de soluciones.
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Rec. euclidea — comp 2 — index 936
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Explorando la curva de soluciones.
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Rec. euclidea — comp 2 — index 946
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Explorando la curva de soluciones.
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Rec. euclidea - comp 2 - index 956

Explorando la curva de soluciones.
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Rec. euclidea — comp 2 — index 966

Explorando la curva de soluciones.
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Rec. euclidea - comp 2 - index 976

Ya hemos encontrado el angulo recto.
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Rec. euclidea — comp 2 — index 976

La misma, rotada.
Reconstruccion 3D (VRML)

(Pulsar boton derecho del raton y seleccionar “Abrir vinculo web en el explorador”.

Se necesita tener instalado gadphegrPEMRMidon artificial - Universidad Auténoma de Madrid - 10-05-07 38
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