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INTRODUCCION

En el nimero 12 de esta coleccion (APL, lenguaje para programadores diferentes, por Juan Ruiz
de Torres) se ha descrito con detalle la estructura del lenguaje APL, pero sin entrar en sus posibles
aplicaciones, que son infinitas, puesto que se trata de un lenguaje de uso general. Por otra parte, en el
namero 10 de la coleccién (Practique Matematicas y Estadistica con el ordenador, por JesUs Salcedo) se
han descrito diversos programas que resuelven problemas en estas dos ciencias, utilizando para ello el
lenguaje BASIC.

Ocurre que BASIC es un lenguaje poco potente, con una sintaxis muy pobre, que se mantiene en
primera linea por razones principalmente historicas, pues era precisamente su pobreza lo que hacia
posible construir intérpretes muy pequefios que cabian en la reducida capacidad de memoria de los
microordenadores primitivos. Sin embargo, las memorias de ordenador son cada vez mas baratas (ya se
pueden obtener decenas de miles de posiciones por menos de diez mil pesetas) y la restriccion anterior ha
dejado de tener sentido. Por lo tanto, es de esperar que el lenguaje BASIC vaya perdiendo terreno
progresivamente en favor de lenguajes mas completos y estructurados (como PASCAL), o0 mas potentes y
adaptados a las técnicas de programacion de la quinta generacién de ordenadores, como APL o algln otro
lenguaje an méas moderno que todavia no ha alcanzado la forma definitiva.

Por esta razon, y para mostrar la potencia del lenguaje APL en comparacion con la de BASIC,
voy a dedicar este libro a explicar cdmo se programarian en aquel lenguaje diversas aplicaciones
relacionadas con las Matemadticas y la Estadistica y coémo podria utilizarse para la ensefianza de estas dos
ciencias, cosa que ya se viene haciendo desde hace afios en diversos paises, como el autor de este libro

pudo observar en una escuela de bachillerato de Sendai (Japon) en 1984.



1. TEORIA DE CONJUNTOS

Desde hace menos de veinte afios, la teoria de conjuntos ha invadido la ensefianza basica
espafiola. Por alguna razén, que no puedo comprender, los responsables de la planificacién educativa
llegaron a la conclusién, al comienzo de la década de los setenta, de que era necesario explicar todas las
Matematicas basandose Gnicamente en la teoria de conjuntos y abandonando por completo explicaciones
mas sencillas y mas clasicas, basadas en los conceptos elementales de otras ramas de la misma ciencia,
como la teoria de nimeros o la combinatoria. El resultado ha sido una complicacion de la ensefianza de
las Matematicas que resulta, para un conocedor del tema, totalmente innecesaria y terriblemente
perniciosa.

Lo mas triste de todo es que la teoria de conjuntos es muy sencilla para una mentalidad ya
formada. Un estudiante de los primeros cursos de la universidad o de los ultimos del bachillerato podria
comprenderla por completo en un par de dias de clase. Es la obsesidn por ensefiarsela a los nifios de cinco
afios, que aun no estan preparados para ella, lo que ha convertido a las Matematicas en una de las dos
bestias negras de la ensefianza elemental espafiola (la otra es la Lengua Espafiola, explicada desde la méas
tierna infancia con la nomenclatura de la Linglistica Generativa, ciencia especializada que se desarroll6
durante los afios cincuenta y que también deberia reservarse para el nivel universitario).

La palabra conjunto es indefinible, pues cualquier definicién que se intentara construir se veria
obligada a recurrir a la propia palabra conjunto o a uno de sus muchos sindnimos (coleccién, pluralidad,
reunidn, etc), por lo que no seria una definicion valida. Ya se sabe que en las buenas definiciones no debe
aparecer el nombre de lo definido ni tampoco ninguno de sus sinénimos. Sin embargo, no es necesario dar
una definicion de conjunto, pues todos tenemos un conocimiento implicito de lo que significa.

Si no nos importa el orden, una serie de nimeros es un conjunto. En el lenguaje APL, los
conjuntos finitos de nimeros pueden definirse por simple enumeracidn de sus elementos. Veamos un

ejemplo:
N « 1 2 3 456 7 89

NOTA: Recuérdese que estamos en el teclado de un ordenador, y que debemos presionar la tecla
ENTER al final de cada linea.

La expresion anterior define el conjunto de los nimeros del uno al nueve. Como el orden no
importa, este mismo conjunto podria haberse definido de 19=362880 maneras diferentes, todas ellas
equivalentes entre si. EI simbolo ! representa la operacion "factorial” y 19 es el nimero de permutaciones
posibles de nueve términos. Volveremos sobre esto mas adelante. Entre tanto, veamos algunas

definiciones equivalentes de N, en APL:

N <« 9 8 76 5 4 3 21
N <« 2 46 81 35 79
N < 19



En las dos primeras definiciones alternativas, hemos dado los mismos valores en un orden
diferente. En la tercera, hemos utilizado la operacién APL representada por la letra griega "iota", que
aplicada a un nimero entero positivo genera todos los nimeros comprendidos entre la unidad y dicho
entero. Por lo tanto, esta Gltima definicidn es totalmente equivalente, incluso en el orden, a la que asigna a
N los valores 1234567 89.

En cambio, la expresion siguiente define un conjunto totalmente diferente, al que por lo tanto

asignaremos un nombre distinto. Por ejemplo, M.
M <« 135729

Los elementos de un conjunto pueden no ser nimeros. En la vida real podemos encontrarnos
conjuntos de manzanas, o de automdviles. En un ordenador, sin embargo, el campo queda un poco
restringido. Ademés de nimeros, tan sélo podemos tener letras o, en general, cualquier tipo de caracteres.

Como en el caso siguiente, que define el conjunto de todas las letras mayusculas:

LETRAS <« '"ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ'

Obsérvense tres cosas en este conjunto: primero, que aunque hemos dado las letras en un orden
determinado (el alfabético) el mismo conjunto podria haberse definido dando las mismas letras en
cualquier otro orden. Segundo, que el nombre de un conjunto puede tener mas de una letra. En este caso
tiene seis. Tercero, que al revés de los conjuntos de nlmeros, cuyos elementos se enumeran separados por
espacios en blanco, los caracteres se enumeran juntos, unos detras de otros, y encerrados entre comillas.

Veamos mas ejemplos de conjuntos de caracteres:

C <« '"aAobBB'
CIFRAS <« '123u456789"

El conjunto C contendra las letras a y b en sus formas latina maydscula y mindscula y en su
forma griega (alfa y beta). En cuanto al conjunto CIFRAS, es muy peculiar. Sus elementos son los
caracteres que representan las cifras del uno al nueve. Pero este conjunto no es igual, ni mucho menos,
gue el conjunto N, que contenia los nueve nimeros representados por dichas cifras. En un caso tenemos
nGmeros, en el otro, caracteres.

iBien! Ya sabemos definir conjuntos. Ahora tenemos que hacer algo con ellos. Para esto vamos a
definir una serie de operaciones que afectan a un solo conjunto, a un conjunto y un elemento, o a dos

conjuntos.

Elementos de un conjunto
Supongamos que hemos definido algunos conjuntos, como los del apartado anterior. Nos puede
interesar, mas adelante, saber cuales son sus elementos, tal vez porque lo hemos olvidado. Para ello, en

APL bastara con nombrar el conjunto y presionar la tecla ENTER. Veamos algunos ejemplos:

N
1 23 456 7829



M
135789
LETRAS
ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY Z
c
alobBB
CIFRAS
123456789

Obsérvese que, en el caso de los conjuntos de ndmeros, los elementos aparecen separados por
espacios en blanco, cosa que no ocurre en los conjuntos de caracteres, donde tampoco aparecen las
comillas. Ahora se ve con claridad la diferencia entre los conjuntos N y CIFRAS.

Cardinal de un conjunto

Una de las primeras cuestiones que podemos plantearnos sobre un conjunto es la siguiente:
(cuantos elementos tiene? Responder a esta pregunta parece muy sencillo: bastara con contarlos. Sin
embargo, si el conjunto tiene quinientos elementos, resultaria un poco pesado y propenso a errores tener
que contarlos uno por uno.

En APL podemos saber muy facilmente cuantos elementos tiene un conjunto (lo que se llama el
"cardinal" del conjunto). Para ello, basta con aplicarle al nombre del conjunto una operacién representada
por la letra griega "rho". Veamos algunos ejemplos:

p IV
9

p M
5

p LETRAS
26

p C
6

p CIFRAS
9

Podemos observar que el cardinal de un conjunto de nimeros es el nimero de nimeros que
contiene. En cambio, el cardinal de un conjunto de caracteres es el niUmero de caracteres que aparecen

entre comillas en su definicidn, incluido el espacio en blanco, si aparece entre las dos comillas. Veamos

un ejemplo:
OTRO <« '"murcielago xyz'
OTRO
murcielago Xyz
p OTRO
14

Un conjunto puede no tener ningin elemento (su cardinal es cero). Se dice entonces que esta
vacio. Como una cadena de caracteres (tal como 'ABCD") es un conjunto de los cuatro elementos
comprendidos entre las dos comillas, dos comillas consecutivas (") representan un conjunto de cero

caracteres, es decir, un conjunto vacio.



Pertenencia

Una de las operaciones fundamentales que se pueden realizar con los conjuntos es averiguar si
un elemento determinado (un nimero o un caracter) pertenece a ese conjunto o, por el contrario, si esta
ausente del mismo. En APL, esta operacidn se representa con la letra griega "épsilon”, a cuya izquierda se
coloca el elemento del que se quiere averiguar si pertenece o no al conjunto, mientras a su derecha se
coloca el nombre del conjunto. El resultado de la operacion es un uno si el elemento pertenece al
conjunto, y un cero en caso contrario.

Veamos algunos ejemplos:

2 e N
1

2 e M
0

2 € CIFRAS
0

'2' ¢ CIFRAS
1

'A' e N
0

'A' ¢ LETRAS
1

'A' ¢ OTRO
0

ta' € OTRO
1

Obsérvese que es posible preguntar si un caracter pertenece a un conjunto de nimeros o si un
nUmero pertenece a un conjunto de caracteres. En ambos casos, la respuesta sera siempre negativa (cero).
Puede verse también que las letras mayusculas y minidsculas son realmente caracteres distintos: una de
ellas (la "a") puede pertenecer a un conjunto, mientras la otra (la "A") no pertenece.

Es posible realizar la operacion de pertenencia con varios elementos a la vez. En tal caso, se
obtienen tantos ceros o unos como elementos hayamos colocado a la izquierda del simbolo de
pertenencia. Lo unico que no podemos hacer es mezclar nimeros con caracteres. Veamos algunos

ejemplos:

—2 2 4 10 € N
0110

'Adao' € LETRAS
1 00

Por Gltimo, también podemos colocar un conjunto (en lugar de uno o varios elementos) a la
izquierda del simbolo de pertenencia. En tal caso, la operacidn nos dice si cada uno de los elementos del
conjunto de la izquierda pertenece o0 no al conjunto de la derecha.

M e N
11 1 1 1



N e M
101 010101
N e¢ LETRAS
0 000O0O0OO OO
C € LETRAS
010010
N ¢ CIFRAS
0 000O0O0OO OO

Las expresiones anteriores nos dicen que todos los elementos de M pertenecen a N, pero no al
revés. También vemos que ningin elemento de N pertenece a LETRAS o a CIFRAS, como era de

esperar, puesto que un conjunto contiene niimeros y el otro caracteres.

No pertenencia

A veces no nos interesa preguntar si un elemento pertenece a un conjunto, sino si no pertenece.
Es decir, queremos hacer una pregunta que conteste afirmativamente (con un 1) si el elemento no
pertenece al conjunto y negativamente (con un Q) en caso contrario. En teoria de conjuntos existe un
simbolo especial para esto, que es igual que el de pertenencia, pero tachado. En APL no es necesario crear
un simbolo nuevo, porque disponemos de la operacién de "negacion I6gica", que transforma los unos en
ceros y viceversa. Por lo tanto, la no pertenencia de un elemento a un conjunto se obtendra facilmente en

funcion de la pertenencia, como en los ejemplos siguientes:

~ 2 ¢ N
0

~ 2 e M
1

~ 2 ¢ CIFRAS
1

~ 1'2' ¢ CIFRAS
0

~ C ¢ LETRAS
101 1 0 1

Obsérvese que la no pertenencia da siempre un resultado opuesto a la pertenencia y que también
puede aplicarse entre dos conjuntos, diciéndonos en este caso si cada uno de los elementos del conjunto

de la izquierda no pertenece (resultado 1) o si pertenece (resultado 0) al conjunto de la derecha.

Extraccidn selectiva de elementos de un conjunto

La operacion APL representada por el simbolo "/" (una barra inclinada) actla de la siguiente
manera: a su izquierda se coloca una sucesion de ceros y unos, y a su derecha un conjunto, con la
restriccion de que el nimero de ceros y unos que aparezcan a la izquierda debe ser exactamente igual al
nimero de elementos (al cardinal) del conjunto de la derecha. Pues bien: el resultado de la operacion es
otro conjunto, donde s6lo aparecen los elementos del primer conjunto que corresponden a los unos de la

izquierda, pero han desaparecido los que corresponden a los ceros. Veamos algunos ejemplos:

1201010101/ N
135 79



o
[y
o
[N
o
[y
o

10/ W

aAbB

alAobBB

Obsérvese que si el operando izquierdo esta formado sélo por ceros, el conjunto resultante de la
operacién es vacio (y aparece como una linea en blanco), mientras que si el operando izquierdo esta
formado s6lo por unos, el resultado de la operacion es el propio conjunto al que se aplica.

Hay una excepcion a la regla de que el nimero de ceros y unos del operando izquierdo debe ser
igual al cardinal del conjunto derecho: si el operando izquierdo es un solo cero, el resultado sera siempre
el conjunto vacio, independientemente del nimero de elementos del conjunto derecho. Si el operando

izquierdo es un solo uno, el resultado serd igual al conjunto derecho. Vedmoslo:

0o/ C

1/ °C
adabBB

Interseccion de conjuntos

La interseccion de dos conjuntos es un tercer conjunto que contiene Unicamente los elementos
que pertenecen, a la vez, a los dos conjuntos de partida. El lenguaje APL no posee un simbolo para
realizar la operacion interseccion, pero en realidad no le hace falta, pues es trivial construir un programa

que la lleve a cabo. Por ejemplo, el siguiente:

(0] Z<A INTERS B
[11] Z<(AeB)/A

Veamos coOmo se interpreta este programa. La linea cero (sefialada [0]) es la "cabecera" del
programa. Indica que el nombre del programa es INTERS, que éste actla sobre dos operandos, uno
situado a su izquierda, que en la definicién del programa llamamos A, y el otro situado a su derecha y que
Illamamos B. Finalmente, la flecha de asignacion indica que la operacion tiene un resultado, que dentro
del programa llamaremos Z.

La linea [1], Unica linea ejecutable del programa, define como se calcula Z en funcion de Ay de
B. Supondremos que Ay B son dos conjuntos, y que en Z queremos obtener su interseccion. Ya hemos

visto en apartados anteriores que la expresion
AeB

nos dice qué elementos del conjunto A pertenecen al conjunto B. Tmbién hemos visto que la operacion
representada por el simbolo "/" extrae los elementos de un conjunto que corresponden a los unos

colocados a su izquierda. Por lo tanto, la expresion



(AeB)/4

nos dara la lista de los elementos de A que pertenecen a B. Es decir, la interseccion de los dos conjuntos
AyB.

Veamos algunos ejemplos de la aplicacion de esta operacion entre los conjuntos que tenemos

definidos:
M INTERS N
1 3 5 7 9
N INTERS M
1 35 7 9
C INTERS LETRAS
AB
C INTERS CIFRAS
C INTERS C
aldoabBB
M INTERS M
1 3 5 7 9

Se observara que la interseccion de un conjunto consigo mismo es el propio conjunto, mientras
que la interseccion de dos conjuntos que no tienen elementos comunes es el conjunto vacio (denotado por
una linea en blanco). También puede verse que la interseccion de dos conjuntos es conmutativa. Es decir,
que A INTERS B es siempre igual que B INTERS A.

Diferencia de dos conjuntos

La diferencia de dos conjuntos es un tercer conjunto que contiene todos los elementos del
primero que no estan en el segundo. En APL, construir un programa que obtenga la diferencia de dos

conjuntos es una operacion tan trivial como la de la interseccion. Veamos cual seria:

LO] Z<«A DIFER B
[11] Z<(~AeB)/A

El programa es idéntico a la interseccidn, salvo que aqui usamos la no pertenencia en lugar de la
pertenencia, pues no nos interesan los elementos de A que pertenecen a B, sino los que no pertenecen.
Veamos algunos ejemplos de su ejecucion:

N DIFER M
2 4 6 8
M DIFER N

C DIFER LETRAS
aobB
LETRAS DIFER C
CDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY Z
C DIFER N
alAobBB
N DIFER C
1 2 3 4 56 7 89

10



Obsérvese que cuando un conjunto esta comprendido totalmente en otro (como M respecto a N)
su diferencia es vacia. Por otra parte, cuando dos conjuntos no tienen elementos comunes, su diferencia es
igual al conjunto de la izquierda. Puede verse también que la operacion diferencia de conjuntos no es

conmutativa, pues A DIFER B es distinto, en general, de B DIFER A.

Union de conjuntos

La unién de dos conjuntos es un tercer conjunto que contiene todos los elementos que se
encuentran al menos en uno de los dos conjuntos. Si un elemento se encuentra en los dos conjuntos,
aparecera una sola vez en la unién de ambos. Es decir, la union junta los elementos, pero sin repetirlos.

Existe una operacion APL que junta los elementos de dos conjuntos, pero sin eliminar los

repetidos. Esta operacion se representa mediante una coma. Veamos algin ejemplo de su funcionamiento:

6 78 913579
1 2 3 456 7839

aldobBB123456789

No pueden unirse, en APL, conjuntos de nimeros con conjuntos de caracteres. Si se intenta
realizar esta operacion, se producird un mensaje de error. La Unica excepcién a esta regla es que el
conjunto vacio puede unirse tanto con conjuntos de nimeros como con conjuntos de caracteres.

Es facil comprobar que la verdadera unidn de dos conjuntos (la unién sin repeticidn) es siempre
igual a la unién del primero de los dos conjuntos con la diferencia del segundo respecto al primero. En
efecto, dicha diferencia contiene precisamente los elementos que faltaban para completar la unién: los del
segundo conjunto que no estaban en el primero. Veamos, por tanto, una funcion APL que calcula la unién

de dos conjuntos:

LO] Z<«A UNION B
[1] Z«A,(B DIFER A)

Veamos también algunos ejemplos de su utilizacion:

1357 9 2 4 6 8
C UNION LETRAS

aAobBB CDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY Z
LETRAS UNION C

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY Zao.bB
M UNION '

13579

En teoria de conjuntos, el orden de los elementos no importa, por lo que los resultados de N
UNION M y de M UNION N son equivalentes. Por lo tanto, la unién de conjuntos tiene la propiedad

11



conmutativa. Véase ademas que la unién de dos conjuntos puede ser igual a uno de ellos, si el otro es
vacio o esta totalmente incluido en él, como en el caso de M y N.

Subconjuntos

Se dice que un conjunto A es subconjunto de otro conjunto B, cuando todos los elementos del

primero estan también en el segundo. En teoria de conjuntos esto se expresa de la siguiente forma:
A < B

Sin embargo, podemos darnos cuenta de que siempre que un conjunto A es subconjunto de otro
conjunto B, la diferencia entre A y B es el conjunto vacio. Por lo tanto, en APL podemos construir un
programa que nos diga si un conjunto es subconjunto de otro (devolvera el resultado 1) o si no lo es

(devolvera un 0) haciendo uso de esta propiedad.

LO0] Z<«A SUBC B
[11] Z«0=pA DIFER B

Este programa produce un resultado igual a 1 cuando el nimero de elementos (el cardinal) de la
diferencia de los dos conjuntos en el orden adecuado es igual a cero, es decir, cuando la diferencia es el
conjunto vacio. Veamos algunos ejemplos:

N SUBC M
0

M SUBC N
1

C SUBC LETRAS
0

'ABCD' SUBC LETRAS
1

M SUBC M
1

¢ SUBC C
1

'v SUBC N
1

"' SUBC LETRAS
1

Podemos ver en los ejemplos que la operacion subconjunto no es conmutativa, pues M es
subconjunto de N, pero no al revés. Ademas, es facil comprobar que todo conjunto es subconjunto de si
mismo y que el conjunto vacio (denotado por dos comillas consecutivas) es subconjunto de cualquier
otro.

Equivalencia de conjuntos

Dos conjuntos son equivalentes cuando tienen los mismos elementos, aunque pueden estar en
distinto orden. La siguiente funcién APL comprueba si dos conjuntos son equivalentes y obtiene un

resultado igual a 1 si lo son, y a 0 si no lo son:

12



(0] Z<A EQUIV B
(11 Z«n/(AeB),(Bel)

Esta funcién obtiene primero la lista de ceros y unos de los elementos de B que pertenecen a A;
después le concatena por la izquierda la lista de ceros y unos de los elementos de A que pertenecen a B.
Los dos conjuntos seran equivalentes si, y solo si la lista resultante sélo tiene unos. La reduccién (*/) da
un resultado igual a 1 si todo lo que tiene a su derecha son unos, y un resultado igual a 0 en cuanto exista
un cero en la lista, es decir, en cuanto un elemento de A no pertenezca a B o viceversa. Luego esta

funcién nos dard un 1 si los dos conjuntos son equivalentes y un 0 en caso contrario. Veamos algunos

ejemplos:
N EQUIV M
° N EQUIV 1 8 7 6 4 5 3 2 9
' N EQUIV (N UNION M)
' M EQUIV (N UNION M)
° (C UNION LETRAS) EQUIV (LETRAS UNION C)
! N EQUIV CIFRAS
0

Puede verse que la unién tiene la propiedad conmutativa (pues C UNION LETRAS es
equivalente a LETRAS UNION C) y que el orden de los elementos no importa para que los dos conjuntos
sean equivalentes. Es posible comparar con esta operacién conjuntos de letras con conjuntos de caracteres
(como Ny CIFRAS), pero, como es logico, el resultado sera siempre cero.

Subconjuntos propios

Se dice que un conjunto A es subconjunto propio de otro conjunto B, cuando es subconjunto de
él, pero los dos conjuntos no son equivalentes. Veamos el programa APL que lo comprueba, es decir, que
nos da un resultado igual a 1 si su argumento izquierdo es subconjunto propio de su argumento derecho, y

un resultado igual a 0 en caso contrario:

LO] Z<«A SUBCP B
[11] Z<(A SUBC B)A~(A EQUIV B)

donde la tilde (~) representa la operacion "no", que cambia los ceros por unos y los unos por ceros, y el
simbolo ” representa la operacion "y", que da un resultado de 1 si sus dos argumentos (izquierdo y
derecho) son ambos iguales a 1 y un 0 en caso contrario. Por lo tanto, la linea [1] de la funcién SUBCP
puede leerse: "A es subconjunto propio de B si A es subconjunto de B y no es A equivalente a B".

Veamos algunos ejemplos:

M SUBCP N

13



N SUBCP N

’ "ABCD' SUBCP LETRAS
' M SUBCP M

’ ¢ SUBCP C

° ‘' SUBCP N

' ''" SUBCP LETRAS

1

Se observara que ningdn conjunto es subconjunto propio de si mismo, y que el conjunto vacio lo

es de cualquier otro conjunto, sea de nimeros o de caracteres, excepto de si mismo.

Conjuntos complementarios

Si tenemos un conjunto universal determinado, llamaremos conjunto complementario de un
conjunto dado A, respecto de dicho conjunto universal, al conjunto de todos los elementos del conjunto
universal que no pertenecen a A. Después de todo lo que llevamos visto, el programa APL que obtiene el
complementario de un conjunto dado respecto a cierto conjunto universal es trivial. Por ejemplo,
supongamos que vamos a trabajar s6lo con nimeros enteros comprendidos entre 1y 25. Este seré, pues,
nuestro universo. Entonces, el complementario de cualquier otro conjunto de nimeros respecto a este

conjunto universal sera:

LO0] Z<COMPL25 A
[11] Z<(125) DIFER A

pues, efectivamente, el conjunto complementario de uno dado no es otra cosa que la diferencia entre el

conjunto universal y dicho conjunto. Veamos algunos ejemplos:

COMPL25 N
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
COMPL25 M
2 46 8 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
COMPL25 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Ni<1 3 5 7 9 11 13 15 17
N2«2 4 6 8 10 12 14 15 16 17
(COMPL25 (N1 UNION N2)) EQUIV ((COMPL25 N1) INTERS
(COMPL25 N2))

(COMPL25 (N1 INTERS N2)) EQUIV ((COMPL25 N1) UNION
(COMPL25 N2))

Los dos Gltimos ejemplos son dos casos particulares de las "leyes de De Morgan", que afirman
que "el complementario de la unién de dos conjuntos es igual a la interseccion de sus complementarios”,

y "el complementario de la interseccion de dos conjuntos es igual a la unién de sus complementarios".
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2. TEORIA DE NUMEROS

Es ésta una materia amplisima, cuyas aplicaciones alcanzan los campos mas insospechados
(como la criptografia) y que se encuentra en primera linea de la investigacion matematica contemporanea.
Dentro de este capitulo veremos tan sélo algunas cuestiones relacionadas con la divisibilidad de nimeros
enteros.

Resto de dividir dos niUmeros entre si

La operacion APL (A|B) da como resultado el resto de dividir B entre A. Se trata de una
operacidn aritmética, como la suma, resta, multiplicacion y division, que puede extenderse como éstas a
series y tablas de datos (vectores y matrices). Téngase cuidado al utilizarla, pues el dividendo se escribe a
su derecha y el divisor a su izquierda, al contrario que en la divisién.

Veamos algunos ejemplos de su uso:

5]12

125

210

Veamos ahora como puede obtenerse en APL la tabla de restos, es decir, una tabla equivalente a
la de sumar, pero que, en lugar de la suma, nos da el resto de dividir la cabecera de cada columna entre la
cabecera de cada fila.

O
GO OO RrNR O —
~—

—

PrRrRPRRPRPRRPRPRPRPRPRPRPLO
NNNNNNNOO
WWWWWwwWworo
FEFFrFrOoORrROCO~
DO ORLNOOO ¢
\1\'IOI—\MOJI—\I—\O.—
OO RPNWONOO™
ORNWEFROR OO

y en la columna "j" es el resto de dividir

donde el valor situado en la fila j" entre "i".

Divisores de un nUmero

A veces puede ser interesante obtener el conjunto de los divisores de un nimero dado, es decir,
el conjunto de todos los nimeros enteros por los que el nimero dado es divisible sin dar resto alguno. En

APL, esto puede conseguirse mediante el siguiente programa:
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[0] Z<DIV N
[11] Z<(0=(1N)|N)/ 1N

Veamos cdmo lo consigue. Supongamos que N fuera igual a 60. Entonces, el resultado de aplicar
la letra griega "iota" al nimero 60 es el conjunto de todos los nimeros consecutivos, desde 1 hasta 60.

Obsérvese la siguiente expresion:

(M) |

que aparece en el programa. Consiste en hallar el resto de la division del nimero N entre todos los
ntmeros enteros comprendidos entre 1 y N. Por lo tanto, el resultado de esta operacion es el conjunto de
todos los restos obtenidos. Seleccionamos ahora los que son iguales a cero (es decir, los que corresponden

a los divisores de N) mediante la expresion:

(o=(1) )

El resultado de esta expresion es una serie de unos y ceros que nos dicen (los unos) cuéles son
los nimeros entre 1 y N que dan resto cero al dividir N entre ellos. Si ahora extraemos selectivamente
(vease el capitulo anterior) del conjunto de nimeros de 1 a N los que corresponden a los unos (es decir,
los que dan resto cero) obtendremos directamente los divisores de N.

Veamos algunos ejemplos:

DIV 60

1 2 3 45 6 10 12 15 20 30 60
DIV 100

1 2 4 5 10 20 25 50 100
DIV 37

1 37

Obsérvese que 37 solo puede dividirse por si mismo y por la unidad.

Todavia podemos simplificar mas el programa anterior. Obsérvese que, tal como estd, este
programa se ve obligado a calcular dos veces el conjunto de los nimeros de 1 a N. Pero si la primera vez
que lo calcule guardamos este conjunto en una variable, la segunda vez podremos utilizar esta variable y

abstenernos de volverla a calcular. El programa modificado quedara asi:

[0] Z<DIV N
[1]1  Z<(0=Z|N)/Z<1N

Maximo comun divisor de dos nimeros

Para calcular el maximo comun divisor de dos nimeros (A y B) suele emplearse el algoritmo de
Euclides, que puede describirse asi:

1. Obtener el resto de dividir A entre B.

2. Sidicho resto es cero, el maximo comun divisor es el divisor.

3. Sino lo es, tomamos como dividendo el antiguo divisor, y como nuevo divisor el resto de la

division anterior y volvemos al paso 1.
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El siguiente programa APL calcula el maximo comun divisor de sus dos argumentos utilizando

este algoritmo:

[O0] Z<«A MCD B

[1] L:Z<A
[2] A<A|B
[3] B<Z7

C4] ~>(A4z0)/L

La linea [4] de este programa es una transferencia condicional, que puede leerse asi: "si el valor
de A es distinto de cero, saltar a la instruccion que tiene la etiqueta L; en caso contrario, seguir". Veamos

algunos ejemplos de su utilizacién:;

3 MCD 4
1
12 MCD 16
n
12 MCD 16 MCD 22
2
3 MCD 9
3

Como se ve, el mismo programa puede utilizarse para calcular el maximo comdn divisor de mas
de dos nmeros, pues la operacion "maximo comin divisor" es asociativa, es decir, podemos agrupar de
cualquier manera los nimeros de los que queremos calcular el maximo comuin divisor y obtenerlo
progresivamente de dos en dos.

El programa anterior tiene un bucle, pues utiliza el algoritmo de Euclides. También es posible
obtener directamente el maximo comun divisor con un programa APL que no tiene ningun bucle, lo que
probablemente lo hara més rapido. Hemos visto en el apartado anterior como se obtienen los divisores de
un nimero. Sabemos que el maximo comun divisor de dos nimeros es el mayor de los divisores comunes
a los dos. Luego podremos obtenerlo calculando todos los divisores de ambos, quedandonos sélo con los

comunes y eligiendo entre éstos el mayor. Veamos el programa que lo hace asi:

(0] Z<A MCD B
[1] Z«[/(DIV A) INTERS (DIV B)

Este programa llama a otros dos, definidos previamente: DIV, que calcula todos los divisores de
un nimero, y INTERS, que obtiene la interseccion de dos conjuntos, y que vimos en el capitulo anterior.
Puede comprobarse que esta versién de MCD produce los mismos resultados que la version anterior, que

utilizaba el algortimo de Euclides.

Minimo comun multiplo de dos nimeros
Como se sabe, el minimo comun multiplo de dos ndmeros es el mas pequefio de sus multiplos
comunes, es decir, el nimero mas pequefio que puede obtenerse a partir de los dos nimeros dados,

multiplicando cada uno de ellos por algiin nimero entero.
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El minimo comdn multiplo de dos nimeros puede calcularse dividiendo su producto por su

maximo comun divisor. Por lo tanto, es muy facil construir un programa APL que lo obtenga:

LO] Z<A MCM B
[1] Z<«<(AxB)+(A MCD B)

Veamos algunos ejemplos:

3 MCM Y4
12
12 MCM 16
48
12 MCM 16 MCM 22
528
3 MCM 9
9

Obsérvese que, como la operacion de calcular el minimo comudn multiplo es también asociativa,

para calcular el de tres 0 mas nimeros basta con aplicar el programa MCM dos a dos, en cualquier orden.

NUmeros primos

Se Ilama nimero primo al que tiene como divisores tnicamente la unidad y el propio nimero. Se
exceptla el 1, que por convenio no se considera primo. Por lo tanto, un ndmero primo puede definirse
como aquél que tiene exactamente dos divisores. Con esta definicion, el 1 queda autométicamente
excluido, pues tiene un solo divisor (él mismo).

Como ya disponemos de un programa que nos calcula el conjunto de los divisores de un nimero,

la comprobacion de si un nimero es primo o no es trivial:

(0] Z<PRIMO N
(1] Z<2=pDIV N

Para comprender cémo funciona este programa, hay que recuordar que la operacién representada
por la letra griega rho devuelve el cardinal (el nimero de elementos) del conjunto al que se aplica (véase
el capitulo primero).

Cuando aplicamos la funcion PRIMO a un ndmero determinado, nos devuelve un uno si dicho

ndmero es primo y un cero en caso contrario. Veamos algunos ejemplos de su uso:

PRIMO 1
0

PRIMO 2
1

PRIMO 21
0

PRIMO 37
1

Ahora vamos a construir una funcién que nos calcula todos los nimeros primos menores que uno
dado:
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(0] Z<PRIMOS N

(1] Z«(2=+/[110=Z°.|Z)/Z< N

Veamos como funciona. Puesto que en APL, en ausencia de paréntesis, las operaciones se
ejecutan siempre de derecha a izquierda, lo primero que se efectuard en el programa anterior es la
asignacion a Z del conjunto de todos los nimeros de 1 a N, que constituye el conjunto de partida, del cual
vamos a eliminar todos aquéllos que no sean primos, para quedarnos Unicamente con éstos, que son los
gue nos interesan.

La operacion

Zo.|Z

nos calcula la tabla de restos cuyas filas y columnas vienen encabezadas por los nimeros de 1 a N, tal
como hemos explicado anteriormente. Por ejemplo, supongamos que N es igual a 9. En tal caso, la tabla

obtenida en este punto ser& la misma que vimos al principio de este capitulo, es decir:

00 0 O0O0OO0OO0OTO O
101 010101
1201 2 01 20
123 012 301
123 4 01 2 3 4
12 3 45 01 2 3
12 3 456 012
123 456 701
123 456 7 80
La operacién
0=Zo.|Z

compara todos los elementos de la tabla de restos con cero y forma una nueva tabla, donde los ceros han
sido sustituidos por unos y los nimeros distintos de cero por ceros. Los unos sefialan las posiciones de la
tabla que corresponden a restos iguales a cero, es decir, a divisiones exactas. En el caso de N=9, la tabla

resultante quedara asi:

111111111
010101010
001001001
000100010
000O01O0O0O0CO
00000121 O0O0O0
0 000O0O0T1O0O0
000O0O0OO0OOT11TO0
000 O0O0OO0OOG 01

Cada una de las columnas de esta nueva tabla nos indica, por tanto, cuéles son los divisores de

cada uno de los nimeros de 1 a N. Por tanto, si sumamos por columnas los valores de esta tabla,
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obtendremos el nimero de los divisores de cada uno de los nimeros de 1 a N, de un solo plumazo. Esto es

lo que realiza la operacion siguiente, que indicamos junto con su resultado:

+/0110=Z0.|2
122324214 3

El resultado anterior nos dice que el 1 tiene un solo divisor, el 2 y el 3 tienen dos, el 4 tiene tres
divisores, etc. Por Ultimo, basta con seleccionar del conjunto Z (los nimeros de 1 a N) aquéllos que tienen

exactamente dos divisores, que seran primos. Veamos algin ejemplo del uso de este programa:

PRIMOS 20
2 35 7 11 13 17 19

Divisores primos de un numero
El programa siguiente calcula los divisores primos de un nimero, utilizando una combinacion de

los programas anteriores:

[O] Z<«FACT_PRIMOS N ;A
[1] A<DIV N

[2] Z.(_"

[3] L:>(~PRIMO 144)/L1
[u] Z<Z,14+4

[5] L1:4<«1+Y4A

[61] +~(02pA)/L

Esta funcion asigna primero a la variable local A los divisores de N. Después aplica a cada uno
de ellos la funcién PRIMO, que le dice cudles son primos y cuales no lo son. Sélo los primeros pasan a

formar parte del resultado Z. Veamos algunos ejemplos:

FACT_PRIMOS 60

2 3 5
FACT_PRIMOS 100
2 5
FACT _PRIMOS 37
37

Como es natural, el Unico factor primo de un nimero primo (como 37) es él mismo.

Progresiones aritméticas

Una progresion aritmética es una sucesion de nimeros, caracterizados porque la diferencia entre
dos consecutivos es siempre la misma. Por ejemplo: 1 3 5 7 9 es una progresion aritmética de diferencia
2. En cambio, 2 6 10 14 es una progresion aritmética de diferencia 4.

Una progresion aritmética queda siempre totalmente definida mediante tres nimeros enteros: el
primer término de la progresion, la diferencia entre dos términos consecutivos y el nimero de términos.
Vamos ahora a construir un programa APL que calcula todos los términos de una progresién aritmética en

funcion de esos tres datos:

20



[O] Z<«<PROGRESION N
[1] Z<«N[11+(N[21x0,1(N[31-1))

Se supone que N es una serie 0 vector de tres elementos, que son los tres datos: primer término

de la progresion, diferencia y nimero de términos, en ese orden. La expresion
1(N[3]1-1)

calcula todos los nimeros entre 1 y N[3]-1. A esa serie se le afiade ahora un cero por la izquierda, lo que
da lugar a una serie de N[3] términos, con valores comprendidos entre 0 y N[3]-1. Esta es ya una
progresion aritmética cuyo primer término es 0, su diferencia es 1 y que tiene el nimero de términos
deseado (N[3]). A continuacidn, la serie entera se multiplica por N[2]. Obtenemos asi una nueva
progresion aritmética cuyo primer término es 0, la diferencia es N[2], y el nimero de términos es N[3].
Finalmente, si sumamos N[1] a todos los términos de esta progresion, obtendremos la progresion deseada.

Veamos algunos ejemplos:

PROGRESION 5 3 6
5 8 11 14 17 20
PROGRESION 1 5 5
1 6 11 16 21
PROGRESION 20 —4 7
20 16 12 8 4 0 4

Cambio de base de numeracion

En APL es muy facil cambiar de sistema de base de numeracion, pues existen dos operaciones
elementales del lenguaje que lo realizan directamente. Una de estas dos operaciones tiene la forma de una
pequefia T mayuscula y sirve para convertir nimeros de la base 10 (la que utilizamos en la vida ordinaria)
a otra base cualquiera. El nimero a convertir se da a la derecha del simbolo que representa la operacion.
A la izquierda se coloca la base a la que se desea convertir, repetida tantas veces como cifras deseemos
obtener del nimero convertido. jAtencion! Si exigimos menos cifras de las necesarias, la operacion se
realizara de todos modos, pero obtendremos solo las cifras menos significativas. En cambio, si pedimos
mas cifras de las necesarias, obtendremos uno o varios ceros a la izquierda.

Veamos algunos ejemplos:

8 8 8 8 8 1 1000

017 50

16 16 16 16 T 1000
0 3 14 8

2 22 2 2 2 2 71 127
1111111

2 1 21
1

Obsérvese que es posible saber si un nimero es par o impar pasandolo a base 2, pero
quedandonos sélo con la Gltima cifra. Si ésta es 0, el nimero seré par; si es 1, serd impar. También puede

verse que, si la base a la que deseamos convertir es mayor que 10, algunos de los términos obtenidos
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podran tener mas de una cifra. Ahora bien: en base 16, estamos acostumbrados a trabajar con letras, en
lugar de niumeros. Para obtenerlas, bastara con formar la serie de las dieciséis cifras posibles en esta base,

como cadena de caracteres, que indexaremos con el resultado de la operacion de cambio de base:

'0123456789A4ABCDEF' [1 + 16 16 16 16 T 10001]
03E8

La otra operacion de cambio de base en APL pasa de una base cualquiera a la base 10 y se
representa con el simbolo inverso del anterior (una pequefia T mayuscula invertida). En este caso, el
argumento derecho debe ser la serie de las cifras del namero en la base de partida, mientras que el
argumento izquierdo es la base de partida, que en este caso puede escribirse una sola vez. El resultado es

el nimero en base 10.

8 1175 0

1000

16 L 3 14 8
1000

211111111
127

En las operaciones de cambio de base, es posible convertir de la base 10 a mas de una base de
numeracion al mismo tiempo y viceversa. Esto es Util para convertir cierto nimero de segundos de arco al
sistema sexagesimal de medida de angulos (grados, minutos y segundos) y también para calcular cuantos

segundos corresponden a cierto nimero de grados, minutos y segundos:

360 60 60 T 5000
1 23 20

360 60 60 1 1 23 20
5000

Vemos que 5000 segundos de arco (5000") equivalen a 18 23' 20". Vemos también como se
realiza la conversidn contraria. Un procedimiento muy parecido puede emplearse para convertir segundos

de tiempo a horas, minutos y segundos, y viceversa:

24 60 60 T 3700
1 1 40

24 60 60 1L 1 1 40
3700

Vemos asi que 3700 segundos de tiempo equivalen a 1 hora, 1 minuto y 40 segundos. También
vemos cdmo se ha realizado la conversion contraria.

¢Coémo pasariamos un nimero de la base 8 a la base 5? Muy facil: lo pasamos primero a la base
10 desde la base de partida, y desde ésta a la base final en una segunda operacion. Como ejemplo, vamos

a pasar el nimero 3 3 2 (expresado en base 8) a la base 5:

5555 718 133 2
1 3 3 3
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Para operar con dos nimeros en una base distinta de 10, podemos hacer algo parecido.
Supongamos que queremos sumar dos nimeros escritos en base 3 (como 1 2 1y 2 0). Pues bien: bastara
con pasarlos a la base 10, sumarlos en ella, y volver a pasarlos a la base 3 para obtener el resultado

deseado:

333 1T (311 21)+ (3 1L 20)

En lugar de la suma, podriamos haber realizado cualquier otra operacion.
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3. COMBINATORIA

La combinatoria es la rama de las Matematicas que estudia las diversas formas en que se pueden
ordenar o agrupar varios objetos. Si lo que nos interesa ante todo es el orden, obtendremos distintas
"variaciones". Si no nos importa el orden, sino sélo la manera de agruparse, tenemos el problema de las
"combinaciones”. Ambos son muy importantes y tienen numerosas aplicaciones en la vida real y en el

estudio del mundo fisico.

Variaciones

Supongamos que tenemos un conjunto de M objetos diferentes y que queremos saber de cuantas
maneras distintas se pueden disponer en grupos o subconjuntos de N elementos, donde el orden importa,
es decir, consideramos que dos grupos son distintos si el orden de los elementos difiere.

Por ejemplo: sea el conjunto de las cifras del cero al nueve:
01 2 3 456 71839

¢Cuantos numeros de dos cifras distintas podremos construir con ellos? Es evidente que los
numeros de dos cifras pueden considerarse como subconjuntos de dos elementos del conjunto anterior y
que, en este caso, el orden de las cifras importa, pues 23 es un nimero diferente de 32.

Pues bien: el calculo de variaciones nos demuestra que el nimero de grupos distintos de N

elementos que podemos formar con un conjunto de M elementos es igual a:

Mx(M-1)x(M-2)x,..x(1+M-N)

En nuestro ejemplo, M=10, N=2. Por lo tanto, 1+M-N=1+10-2=9. Luego el nimero buscado es

10x9=90. Y los 90 nimeros que se pueden formar con dos cifras distintas son:

01 02 03 O4 05 06 07 08 09
10 12 13 14 15 16 17 18 19
20 21 23 24 25 26 27 28 29
30 31 32 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 45 46 47 48 49
50 51 52 53 54 56 57 58 59
60 61 62 63 64 65 67 68 69
70 71 72 73 74 75 76 78 79
80 81 82 83 84 85 86 87 89
90 91 92 93 94 95 96 97 98

El programa siguiente, escrito en APL, calcula el nimero de variaciones que pueden construirse

con un conjunto de M elementos, tomandolos en subconjuntos de N donde el orden es importante:

[O0] Z<M VAR N
[1] Z+x/M-0,1N-1
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Comprobemos que el programa anterior calcula el nimero de variaciones deseado. Para ello,

vamos a ver lo que hace, procediendo, como es de rigor en APL, de derecha a izquierda:

1.

Lo primero que encontramos en la Unica instruccién de que consta este programa es la

expresion

1V-1

que, como ya sabemos, nos calcula los nimeros entre 1 y N-1. Asi, en el caso de nuestro
ejemplo, donde N=2, N-1 es igual a 1 y por tanto obtendremos todos los nimeros entre 1y

1, es decir: s6lo el 1.

En segundo lugar, la expresion

0,1N-1

concatena por la izquierda un cero al resultado anterior. Como éste era el conjunto de los
nameros desde 1 hasta N-1, al afiadir el cero obtendremos todos los nimeros entre cero y

N-1. En nuestro ejemplo, el par de nmeros Oy 1.

La expresion siguiente que encontramos es:

M-0,1N-1

que no hace otra cosa que restar de M cada uno de los nimeros obtenidos anteriormente.
Como éstos estaban comprendidos entre 0 y N-1, ahora obtendremos la serie M-0, M-1, ...,
M-(N-1), es decir, la serie M, M-1, ..., 1+M-N, cuyo producto es igual al numero de

variaciones buscado.

Dicho producto es calculado por la expresién

x/M-0,1N-1

que nos da el resultado deseado.

Veamos algunos ejemplos:

10 VAR 2
90

10 VAR 3
720

26 VAR 3
15600
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donde el dltimo ejemplo nos calcula el nimero de palabras distintas de tres letras que podrian formarse

con las 26 letras del alfabeto inglés, sin repetir ninguna letra en cada palabra.

Variaciones con repeticion

El problema del calculo de variaciones difiere ligeramente en el caso de que sea posible repetir
los elementos del conjunto de partida en los grupos o variaciones que vamos formando. Se observara que
los nimeros de dos cifras obtenidos anteriormente tienen siempre las dos cifras distintas entre si, lo que se
debe a que habiamos impuesto la restriccion de que los elementos no podian repetirse. Pero esto significa
que los nameros que tienen las dos cifras iguales (00, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88 y 99) no han aparecido
en nuestra lista. Si queremos contarlos también, hemos de trabajar con las "variaciones con repeticion™.

Vamos a calcular el nimero de variaciones con repeticién que se pueden formar con los M
elementos de un conjunto, constando cada variacién de N elementos, donde el orden importa y los
elementos de M pueden repetirse. De acuerdo con el calculo de variaciones, este nimero es igual a M
elevado a N. En nuestro ejemplo, donde M=10 y N=2, el nimero total de variaciones con repeticion sera
igual a 10 al cuadrado, es decir, 100. Y en efecto, afiadiendo los 10 numeros de cifras repetidas
enumerados en el péarrafo anterior a los 90 que ya teniamos, obtenemos un total de 100.

Veamos una funcion APL que calcula el nimero de variaciones con repeticion de M elementos

tomados de N en N:

[0] Z<M VAR R N
[1]1  Z<«MxN

donde el asterisco es el simbolo APL que representa la elevacion a una potencia. Veamos algunos

ejemplos de su uso:

10 VAR_R 2
100

10 VAR_R 3
1000

26 VAR_R 3
17576

donde el dltimo ejemplo nos calcula el namero de palabras distintas de tres letras que podrian formarse

con las 26 letras del alfabeto inglés, pudiendo repetirse las letras en cada palabra.

Permutaciones
Las permutaciones son un caso particular de las variaciones, pues son todas las formas en que
puede ordenarse un conjunto de M elementos y, por tanto, equivalen a las variaciones de M elementos

tomadas de M en M. Esto significa que podemos utilizar la misma funcién VAR para calcular su nimero:

6 VAR 6
720

10 VAR 10
3628800
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Sin embargo, existe una forma mas rapida y directa de calcularlas. En efecto, si nos fijamos en la

férmula general que nos da el nimero de variaciones sin repeticién;
Mx(M-1)x(M-2)x...x(1+M-N)

Observemos que, como en el caso de las permutaciones es N=M, se cumple que 1+M-N=1, y la
férmula anterior queda reducida a:

Mx(M-1)x(M-2)x.,..x2x1

es decir, el nimero de permutaciones de los elementos de un conjunto de M elementos es igual al
producto de todos los nimeros enteros, desde 1 hasta M. Esta operacién recibe un nombre en
Matematicas: se Ilama "factorial" y se representa con un signo de admiracién. En APL es posible calcular

el factorial de un entero positivo cualquiera mediante una funcién recursiva como la siguiente:

[0] Z<FAC M

(1] Z<1

[2] +(M=1)/0
[3] Z<MxFAC M-1

Veamos como funciona. La linea [1] asigna al resultado un valor inicial igual a 1. La linea [2]
comprueba si el valor de M es igual a 1, y en tal caso, como el factorial de 1 es 1, el resultado correcto ha
sido calculado y la funcion es abandonada. (La linea [2] puede interpretarse como “saltar a la linea 0, es
decir, terminar la funcidn, si M=1"). Por Gltimo, la linea [3], a la que se llega si M es distinto de 1, calcula
el factorial de M como el producto de M por el factorial de M-1. Es facil comprobar que el factorial tiene,
en efecto, esta propiedad.

Veamos que al aplicar esta funcidn a los ejemplos anteriores se obtienen los mismos resultados:

FAC 6
720

FAC 10
3628800

Pero en APL hay otra forma mucho més sencilla de calcular el factorial, pues existe un simbolo
que lo obtiene directamente. Al igual que en las Matematicas, el factorial se representa en APL con el
signo de admiracion pero, en vez de escribirlo a la derecha del nimero, se coloca a su izquierda. Veamos

cémo se calcularian de esta forma los ejemplos anteriores y alguno mas:

6
720

110
3628800

1
1

12
2

0
1
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Por convenio, se admite que !0 es igual a 1.
La funcion factorial tiene, en APL, las mismas propiedades que las funciones aritméticas
ordinarias. Es decir, podemos aplicarla a series o tablas de datos directamente, sin necesidad de bucle

alguno. Veamos algun ejemplo:

'1 2 3 456 7 8 9 10

1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800
1110

1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800

Podemos aplicar el concepto de permutacidn a la resolucién de un problema sencillo: ;De
cuantas maneras distintas puede quedar ordenada una baraja de cartas al mezclarla? Es obvio que, como
la baraja consta de 40 cartas, la solucion a este problema serd el nimero de permutaciones de un conjunto

de 40 elementos, es decir, el factorial de 40. Veamos cuanto vale:

40
8.159152832E47

Este nimero es tan grande, que tiene 48 cifras. Por lo tanto, rebasa la precision de la maquina
para nlimeros enteros y tiene que darse en notacion exponencial. La primera parte del ndmero
(8.159152832) es la mantisa, y debe multiplicarse por 10 elevado a 47 para obtener el valor correcto. El
valor aproximado del resultado es, por tanto, igual a
815915283200000000000000000000000000000000000000, un nimero inimaginablemente grande.

También podemos aplicar el concepto de factorial para calcular de otra manera el nimero de
variaciones de M elementos tomados de N en N. Observemos que la férmula que calcula el nimero de

variaciones puede expresarse también asi:

(IM)z(IM-N)

En efecto: IM es el producto de todos los nimeros de 1 a M. IM-N es el producto de todos los
nameros de 1 a M-N. Si dividimos el primer producto por el segundo, los nimeros de 1 a M-N apareceran
tanto en el numerador como en el denominador, y podremos cancelarlos, con lo que el denominador
desaparece y en el numerador quedara solo el producto de los términos desde 1+M-N hasta M, que nos da
el nimero de variaciones.

Aplicando esta propiedad, podremos construir la siguiente definicion alternativa de la funcion

VAR, que nos calcula el nimero de variaciones de M elementos tomados de N en N:

(0] Z<M VAR N
[11] Z<(IM)+(!M-N)

Es facil comprobar que los resultados que se obtienen con esta funcién son idénticos a los que se

obtenian con la versién que vimos al principio de este capitulo.
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Permutaciones con repeticion

Supongamos que tenemos un conjunto de M elementos, donde A de ellos son iguales y los
demas son todos distintos entre si. El calculo de variaciones nos demuestra que el ndmero de
permutaciones es, en este caso, igual a !M dividido por 'A.

Supongamos ahora que tenemos un conjunto de M elementos, donde éstos estan repetidos y
pueden clasificarse en grupos de elementos iguales entre si. Los distintos grupos tendran,
respectivamente, A, B, ..., L elementos. En este caso, el nimero de permutaciones serd igual a 'M
dividido por el producto de !A por !B por ... por IL.

Veamos una funcién APL que calcula el nimero de las permutaciones cuando hay elementos

repetidos en el conjunto de partida:

[0] Z<M PER R G
[11 Z<(I!M)+(x/!G)

donde G es una serie de valores que nos da el nimero de elementos iguales que hay en cada grupo (no es
necesario incluir los grupos que sélo tienen un elemento). En efecto, !G nos calcula el factorial de cada

uno de estos nimeros y
(x/16)

nos da el producto de todos estos factoriales. Dividiendo por él !'M, obtenemos el nimero de
permutaciones deseado.

Veamos un ejemplo: sea el conjunto AAAABBCDE, que tiene 9 elementos. Si clasificamos
éstos en grupos, seguin que sean iguales o no, nos salen los cinco grupos siguientes: AAAA, BB, C, D, E.
El nimero de elementos de cada grupo es 4, 2, 1, 1, 1. Por lo tanto, el nimero de permutaciones posibles
es (19) dividido por el producto de !4 por !2 por 11 por !1 por !'1. Como !1=1, podemos prescindir de los
grupos que solo tienen un elemento. Aplicando la funcién PER_R obtendremos directamente el nimero

de permutaciones:

9 PER R4 21 1 1
7560

9 PER_R 4 2
7560

Combinaciones

Se llaman combinaciones de M objetos tomados de N en N al nimero de grupos distintos de N
objetos que podemos formar con los M objetos de partida, sin importarnos el orden de los objetos dentro
de cada grupo.

Con la terminologia de teoria de conjuntos, diremos que las combinaciones de un conjunto de M
objetos tomados de N en N es el nimero de subconjuntos distintos de dicho conjunto que tienen N
elementos (o cuyo cardinal sea N).

La combinatoria nos demuestra que dicho nimero, que llamaremos Cy n, €s igual a la siguiente

expresion:
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M

(IN)x(IM-N)

En APL seria trivial calcular este nimero, pero ni siquiera es necesario, pues existe una funcion
primitiva (un simbolo del lenguaje) que nos lo calcula directamente. Ocurre que el nimero de

combinaciones de M elementos tomados de N en N puede representarse en APL asi:

NiM

Veamos algunos ejemplos:

2'5
10

3!5
10

hl5
5

0!5
1

Por convenio, se admite que Cy o es igual a 1, cualquiera que sea M (mayor o igual que cero).
Por tratarse de una funcion bésica del lenguaje APL, y al igual que la funcion factorial, la

funcion de calculo de los nimeros combinatorios se puede aplicar a series o tablas de valores:

0

1 2 3 4 515
1 5 10 10 5 1

La expresion N!M se llama "nimero combinatorio™.

Triangulo de Tartaglia

Supongamos que hacemos M=1 y calculamos todos los nimeros combinatorios posibles N!M.
Como N debe ser entero positivo o cero y menor que M, sélo existen dos nimeros combinatorios para
M=1, a saber: 0'1y 111, es decir, 1y 1.

Supongamos ahora que M es igual a 2. Entonces existen tres niUmeros combinatorios posibles:
0!2, 112 y 212, es decir, 1, 2 y 1. De igual manera, para M=3 hay 4 nimeros combinatorios, para M=4 hay
cinco, y asi sucesivamente. Si escribimos todos estos nimeros sucesivamente, poniendo en la misma fila
todos los que se obtienen para un valor determinado de M, y vamos aumentando el valor de M

progresivamente al pasar de una fila a la siguiente, obtendremos un tridngulo de valores como el

siguiente:
M=1 11
M=2 1 21
M=3 1331
M=y 146 4 1
M=5 1 5 10 10 5 1
M=6 1 6 15 20 15 6 1

30



Esta disposicion triangular de nimeros se denomina "triangulo de Tartaglia”. Los nimeros que lo
forman tienen algunas propiedades interesantes, como por ejemplo, la siguiente:

"Un namero del triangulo de Tartaglia es igual a la suma del que tiene encima y el que esta a la
izquierda de éste". (Compruébese).

Vamos a escribir un programa APL que nos genere un triangulo de Tartaglia de N filas:

[0] TARTAGLIA N;T
[1] I<«1

[2] L:(0,1I)!I

[3] I<T+1

L4y >(I<N)/L

Veamos cémo funciona. En primer lugar, necesitamos un contador, que declararemos en la linea
[0] como variable local, y que llamaremos I.

Inicialmente (en la linea [1]) le damos el valor 1 al contador I.

La linea [2] tiene una etiqueta (L) y genera la linea nimero | del triangulo de Tartaglia. Todos
los nimeros combinatorios de la misma fila se generan de golpe, utilizando la funcién representada por la
letra griega "iota".

La linea [3] aumenta el valor del contador.

Finalmente, la linea [4] comprueba si el contador todavia no ha llegado al valor maximo deseado
(el nimero de filas contenido en la variable N, argumento de la funcibn TARTAGLIA). Si es asi,
transfiere el control a la linea cuya etiqueta es L (la linea [2]) y sigue calculando lineas del tridngulo. En
caso contrario, da por terminada la ejecucion del programa. Esta linea puede leerse asi: "Ir a la linea de
etiqueta L si | es menor o igual que N".

Veamos un ejemplo de la utilizacion de esta funcion:

TARTAGLIA 10

o W

10 10 5 1

15 20 15 6 1

21 35 35 21 7 1

28 56 70 56 28 8 1

36 84 126 126 84 36 9 1

0 45 120 210 252 210 120 45 10 1

RRPRPRRRRRPR PR R
RO U &FwN R

Otra propiedad curiosa de los nimeros combinatorios es que la suma de todos los nimeros que
aparecen en una fila del tridngulo de Tartaglia es igual a 2 elevado al nimero de la fila. Para comprobarlo,
escribiremos una funcién, casi idéntica a la anterior, que en lugar de escribir el tridngulo de Tartaglia

escribe la suma de los elementos de sus filas:

[O] TARTAGLTA1 NI
[11] I<«1
[2] L:4+/(0,1I)!'T
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[3]
Lul

I<«IT+1
+~(I<N)/L

Como se verd, la funcidn es idéntica, excepto en la linea [2], donde se aplica la expresion +/ al

conjunto de términos de la fila correspondiente del triangulo de Tartaglia. En APL, +/S (donde S es una

serie de datos) significa la suma de todos los términos de S. Esta expresion equivale, por tanto, a la

expresion &S, que se utiliza corrientemente en Matematicas, pero tiene la ventaja de que puede

generalizarse para cualquier otra operacion aritmética. Por ejemplo, x/S representa en APL el producto de

todos los elementos de S.
Ejecutemos la funcion TARTAGLIAL:

2

n

8
16
32
6L
128
256
512

1024

TARTAGLIA1 10

El binomio de Newton

Una de las aplicaciones de los nimeros combinatorios es el céalculo de los coeficientes del

desarrollo de la potencia de un binomio, (A+B)". Puede demostrarse con facilidad que (A+B)N =
(0IN)XAMXB® + (LIN)XANIXB! + (2IN)XAN?xB? + ... + ((N-2)IN)xA*xBN? + ((N-1)IN)xAxBN?' +

(NIN)xA’XBN es decir, que los coeficientes del desarrollo del binomio son los niimeros que aparecen en

la fila nimero N del triangulo de Tartaglia.

Vamos a hacer una funcién que calcule el binomio de Newton por este método:

(0]
(11
(2]
(3]
[4]
[51]
(6]
[71

Z<B BINOMIO N;X;Y;COEF; ,C;POTX;POTY
X<B[1]

Y<B[2]

C<0 1N

COEF<C'N

POTX<X*N-C

POTY<Y*C

Z<+/COEFxPOTXxPOTY

Veamos cdmo funciona. EI argumento B debe ser una serie con los dos términos del binomio. El

argumento N serd la potencia. En la linea [0] definimos también las variables locales a este programa que
vamos a utilizar: X, Y, COEF, C, POTX y POTY.

En la linea [1] obtenemos X (primer término del binomio) como primer elemento de B.

En la linea [2] obtenemos Y (segundo término del binomio) como segundo elemento de B.

En la linea [3] guardamos en C el conjunto de los nimeros desde cero hasta N. Estos seran los

términos izquierdos de los nimeros combinatorios y los exponentes de los dos términos del binomio.
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La linea [4] calcula la linea N del triangulo de Tartaglia y la guarda en la variable COEF. Ya
tenemos los coeficientes del desarrollo del binomio.

La linea [5] calcula las potencias de X (primer término del binomio) en orden descendente
(desde N hasta 0). Recuérdese que el asterisco (*) representa en APL la elevacién a una potencia.

La linea [6] calcula las potencias de Y (segundo término del binomio) en orden ascendente.

Por ultimo, la linea [7] calcula la suma de los productos de la serie de los coeficientes por las dos
series de potencias. Este es el resultado de la aplicacion del binomio de Newton.

Veamos un ejemplo:

3 5 BINOMIO 3
512

Ahora vamos a comprobar que este valor es correcto. Calculemos directamente la potencia del
binomio, sin desarrollarla:

(3+5)*3
512

Como puede verse, el resultado es el mismo.
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4. POLINOMIOS

Un polinomio de una sola variable es una suma de términos, cada uno de los cuales consta de un
coeficiente constante que multiplica a una potencia de grado entero de una variable. Se denomina grado
del polinomio al grado o exponente mas elevado entre todos los términos. Por lo tanto, la forma maés
general posible de un polinomio de grado n en la variable x sera:

ap+ aX + ... + a X"+ ax"

donde algunos de los coeficientes (excepto el Gltimo, a,) pueden ser iguales a cero.

Un polinomio determinado queda totalmente definido por la lista ordenada de sus coeficientes,
pues el nimero de éstos indica el grado del polinomio. Supondremos en lo sucesivo que los coeficientes
vienen siempre ordenados en el orden ascendente de los grados de los términos sucesivos, es decir, que el
polinomio anterior quedaria definido por la siguiente sucesion:

a1 ... an-18n

Veamos un ejemplo: la sucesion de coeficientes

5203
representard al polinomio

542x+3%
ya que el término en X falta, por ser su coeficiente igual a cero.

Una vez tenemos definido un polinomio por la sucesion ordenada de sus coeficientes, podemos
calcular el valor que toma el polinomio para cada valor de x determinado. Por ejemplo, el polinomio
anterior toma el valor 5 para x=0 (yaque 5=5+ 2.0+ 3. 0%, el valor 10 para x=1 (pues 10=5+2 .1 +
3.1% yel valor 0 para x=-1 (porque 0 = 5 + 2(-1) + 3(-1)°).

Vamos a construir un programa APL que calcule el valor que toma un polinomio para cierto

valor de su variable X, si le damos la lista de los coeficientes y el valor de x.

(0] Z<«C POLI X

(1] Z<+/CxX*(~1+1pC)

Veamos cdmo funciona. Ademas de la lista ordenada de los coeficientes (C) y del valor de la
variable independiente (X) necesitamos también la lista ordenada de los exponentes de X. Esta lista es
muy facil de calcular. En efecto: supongamos que C tiene 4 coeficientes. En tal caso, los exponentes seran
siempre los nameros 0,1,2,3. Si C tuviera 6 coeficientes, los exponentes serian 0,1,2,3,4,5, y asi
sucesivamente. Podemos ver que, si C tiene n elementos, los exponentes seran los nimeros comprendidos
entre 0 y n-1, en ese orden.

Pues bien: en APL, el nimero n de elementos que tiene una variable C es
pC

y la lista de nimeros comprendidos entre 1 y n serd, por tanto:
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1pC

Como lo que queremos es la lista desde 0 hasta n-1, para obtenerla bastara con restarle 1 a la lista
anterior:

“1+1pC

Ya tenemos, por tanto, la lista de los exponentes. Ahora hay que elevar X a cada uno de esos

exponentes. Nada mas facil: basta con escribir:

X*x(~1+1pC)

Ademas, hay que multiplicar cada término por el coeficiente correspondiente. Como C tiene los
coeficientes, en nimero igual al de los exponentes, bastara con multiplicar las dos series entre si. Pues en
efecto, en APL el producto de dos series de igual nimero de términos se realiza elemento a elemento,

obteniéndose otra serie con el mismo nimero de elementos que las dos de partida.

CxX*(~1+1pC)

Finalmente, ya s6lo falta sumar todos los términos de la serie resultante (ya sabemos que esto se
consigue mediante los simbolos +/). Asi obtenemos el valor del polinomio, tal y como se indica en la
linea [1] del programa anterior.

Veamos algunos ejemplos:

5 2 0 3 POLTI O

5

5 2 0 3 POLT 1
10

5 2 0 3 POLT 1
0

5 2 0 3 POLI 2
33

5 2 0 3 POLI 5
390

3 1 4 POLI 5
108

Obsérvese que esta funcion nos sirve para calcular los valores, no sélo del polinomio de nuestro
ejemplo, sino también de cualquier otro. Basta con poner a la izquierda de POLI los coeficientes

respectivos.

Suma de polinomios
Supongamos que tenemos dos polinomios distintos y queremos obtener su suma. Cada uno de
los polinomios vendra representado por el vector de sus coeficientes, y el resultado sera el vector de los

coeficientes del polinomio suma. El siguiente programa APL obtiene la suma de los dos polinomios:
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[0] Z<«(C1 POLSUM C2;N
[1] N<(pC1)T(pC2)
[2] Z<(N+C1)+(N+C2)

Veamos con un ejemplo cémo lo realiza. Supongamos que Cl esiguala3 14y C2vale520 3
(los dos polinomios de nuestro ejemplo anterior). Como los dos polinomios tienen distinto grado (C1
tiene menos términos que C2), para sumarlos tenemos que igualar el grado de los dos, afiadiendo al de
menos términos los ceros necesarios hasta que iguale el grado del mayor. Es decir, tendremos que
convertir C1 en la serie 3 1 4 0. Una vez conseguido esto, el polinomio suma tendra como coeficientes la
suma de los coeficientes respectivos de ambos polinomios.

La expresion

(pC1)T(pC2)

calcula el maximo entre los dos términos, que no son otra cosa que el nimero de coeficientes de los dos
polinomios. Por lo tanto, la linea [1] del programa asigna a la variable N el valor de dicho maximo. Este
es el nimero de términos en que tenemos que igualar ambos polinomios antes de sumarlos.

La expresion

N+V

donde N es un nimero entero positivo y V es una serie de datos, genera una nueva serie compuesta por
los N primeros términos de V. Si V tiene menos de N términos, le afiade ceros al final hasta llegar al
namero N pedido. Por tanto, puede verse con facilidad que la linea [2] del programa POLSUM hace uso
de esta operacion para igualar la longitud de ambas series y sumarlas término a término.

Veamos algan ejemplo de aplicacién:

5 2 0 3 POLSUM 3 1 4
8 3 4 3
8 3 4 3 POLI 5

498

(5 2 0 3 POLT 5)+(3 1 4 POLI 5)
498

(5 2 0 3 POLSUM 3 1 4) POLT 5
498

Los ejemplos muestran que esta funcion puede combinarse con la funciéon POLI para calcular el
valor del polinomio suma de otros dos para un valor determinado de su variable independiente.
Demuestran también que lo que se obtiene es, en efecto, la suma de los valores de ambos polinomios para

el mismo valor de la variable independiente.
Producto de polinomios

De igual manera que en el caso de la suma, la funcion siguiente calcula el producto de dos

polinomios, definidos por sus coeficientes respectivos:
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[0] Z<C1 POLPROD C2
(1] Z<+/4(1-1pC1)$C10.xC2,(1+pC1)p0

Para ver como funciona vamos a seguir un ejemplo:

5 2 0 3 POLPROD 3 1 4
15 11 22 17 3 12

Mientras la funcion POLPROD se esta ejecutando, la variable C1 sera igual al polinomio

definido por los coeficientes 52 0 3, y la funcion C2 al polinomio 3 1 4;

c1
52 0 3

C2
3 1 4

La expresion

(~1+4pC1)p0
0 0 0

genera tantos ceros como elementos tiene C1 menos 1. La expresion

C2,(~1+pC1)p0
31 4 000

concatena dicha serie de ceros a la derecha de los valores de C2. A continuacion, la expresion

Cloe.xC2,(~14pC1)p0

15 5 20 0 O O
6 2 8 0 0 O
6 0o 0 0o o0 O
9 312 0 0 O

forma la tabla de multiplicar de los coeficientes de C1 por los coeficientes de C2 seguidos por lo tres
ceros. Obsérvese que el polinomio producto se obtendrd sumando por columnas dichos coeficientes, pero
antes debemos rotar las filas. La primera fila esté en su sitio, la segunda debe rotar una posicion hacia la
derecha, la tercera dos posiciones, y la tercera tres.

La expresion

(1-1pC1)
0 1 =2 3
genera precisamente el nimero de posiciones que habra de rotar cada fila de la tabla de multiplicar
anterior. Los nimeros negativos indican que la rotacion sera hacia la derecha. Los nimeros positivos, en
su caso, indicarian rotaciones hacia la izquierda. Finalmente, el simbolo representado por la letra griega fi

realiza las rotaciones correspondientes:
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(1-1pC1)PC1o.xC2,(~1+pC1)p0

15 5 20 0 0 O
0O 6 2 8 0 O
0 0 o0 o o0 o
0O 0 0 9 3 12

Por dltimo, el signo + junto a la barra cruzada realiza la suma por columnas de la tabla obtenida,

calculando asi los coeficientes del producto de los dos polinomios:

+4£(1-1pC1)$C1o.xC2,("1+pC1)p0
15 11 22 17 3 12

Raices de un polinomio

Se llaman raices de un polinomio a los valores de X que hacen el valor del polinomio igual a
cero. La funcién POLLI, que nos calcula el valor del polinomio para un valor de X determinado nos puede
ayudar a descubrir las raices del polinomio.

Sea, por ejemplo, el polinomio
4-8x+3x

definido por los coeficientes 4 -8 3. Para descubrir sus raices podriamos emplear el método general de
resolucion de ecuaciones de segundo grado, pero vamos a hacerlo de una manera diferente, que también
puede aplicarse a ecuaciones (o0 polinomios) de cualquier grado. Este método consiste en buscar cambios
de signo en los valores del polinomio. Como todos los polinomios son funciones continuas, los ceros (o
raices) tienen que estar situados en algin valor de X intermedio entre los que dan lugar a valores de
signos opuestos.

Calculemos los valores del polinomio anterior para distintos valores de X:

4 =8 3 POLI 1

15
4 =8 3 POLI O
) 4 —8 3 POLI 1
' 4 —8 3 POLI 2
° 4 —8 3 POLI 3
7

Con los resultados obtenidos, conocemos ya una de las raices del polinomio: X=2. Ademas,
sabemos que la otra raiz tiene que estar comprendida entre X=0 y X=1, pues ahi se produce un cambio de
signo en los valores del polinomio. Para buscar el valor correcto, bastard con que vayamos tanteando con

valores de X intermedios entre 0 y 1. Probaremos en primer lugar con X=0.5:

4 =8 3 POLI 0.5
0.75
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El resultado obtenido (0.75) es positivo, por lo que el cambio de signo se produce ahora entre

X=0.5y X=1. La raiz tiene que estar en algln punto intermedio. Probemos con X=0.75:

4 =8 3 POLI 0.75
~0.3125

Ahora nos sale un resultado negativo, lo que significa que el cambio de signo estara situado entre
X=0.5y X=0.75. Probaremos, por tanto, con X=0.65:

4 =8 3 POLI 0.65
0.0675

Otra vez nos sale positivo. Por lo tanto, el cambio de signo estd entre X=0.65 y X=0.75.

Probemos con X=0.67:

4 —8 3 POLI 0.67
~0.0133

Se observara que cada vez estamos mas cerca de obtener el valor cero. Ahora nos ha salido un
resultado negativo, lo que quiere decir que la raiz (el cambio de signo) debe estar entre X=0.65 y X=0.67.

Probaremos, pues, con X=0.66:

4 =8 3 POLI 0.66
0.0268

Este nuevo resultado positivo nos acota ahora la posicién de la raiz entre X=0.66 y X=0.67.

Parece evidente que nos estamos acercando cada vez més al valor 2/3. Probémoslo:

4 =8 3 POLI 2+3

Luego, efectivamente, 2/3 es la otra raiz del polinomio.
El método que acabamos de ver es susceptible de ser llevado a cabo por un ordenador. Vamos a

construir un programa APL que lo realice automaticamente.

[O] Z<INT RAIZ C;X;A3;B;D;CENTRO

[1] L:A<C POLI Z<INT[1]

[2] +(A=0)/0

[31] B«<C POLI Z<INT[2]

[y4] +~(B=0)/0

[5] +((xA)=xB)/IGUAL

[6] LO:D<C POLI Z~<~CENTRO<«(INT[11+INT[21)=%2
L7] +(1E-15<|CENTRO-INT[1])/0

[8] >((xD)=xA)/L1

[9] INT[2]1«CENTRO

(101 =~LO
[11] L1:INT[11«CENTRO
(121 ~LO

[13] IGUAL:CENTRO<INT[11+0.01x(1100)x(INTL2]1-INT[1])
[14]1 D<«C POLI1 CENTRO
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[15] D<((xD)=zxA)11

[16] Z<'NO LA ENCUENTRO'

[171] +~(D=101)/0

[18] Z<«(CENTROLD]1,INTL2]1)RAIZ C

La funcion RAIZ tiene dos argumentos. El izquierdo es el intervalo donde deseamos que busque
una raiz del polinomio. El derecho es el conjunto de coeficientes del polinomio, dados como siempre. Se
observara que este programa hace uso de la funcién POLI, que hemos visto mas arriba, para calcular el
valor del polinomio para un valor de X determinado. También utiliza la funcién POLI1, que es una
version de POLI que permite calcular de una sola vez los valores del polinomio para varios valores de X,

dados en forma de vector. Veamos la funcién POLI1, junto con un par de ejemplos de su utilizacion:

[0] Z<C POLI1 X
[11] Z<+/(((pX),pC)pC)xXo.*x("1+1pC)
4 =8 3 POLI1 ~1 0 1 2 3
15 4 =1 0 7
4 -8 3 POLI1 0.5 0.75 0.65 0.67 0.66
0.75 —0.3125 0.0675 —0.0133 0.0268

Veamos un ejemplo del uso de la funcién RAIZ:

-5 5 RAIZ 4 —8 3
2

2.00001 5 RAIZ 4 —8 3
NO LA ENCUENTRO

5 1.99999 RAIZ 4 —8 3
0.6666666667

Vemos que, al darle el intervalo [-5,5], el programa RAIZ ha sido capaz de descubrir la raiz X=2.
Para buscar la otra, tenemos que excluir la raiz 2, por lo que probamos primero con el intervalo (2,5]. Para
hacerlo abierto por la izquierda (es decir, para que no vuelva a encontrar X=2) damos como origen del
intervalo el valor 2.00001. En este caso, el programa no logra encontrar ninguna raiz. Probamos entonces
con el intervalo [-5,2), abierto por la derecha (para lo que damos como extremo del intervalo el valor

1.99999). Ahora si encuentra el programa la segunda raiz, que sale igual a 2/3.

Derivada de un polinomio
La derivada de un polinomio es otro polinomio de grado inferior en una unidad, cuyos
coeficientes se obtienen multiplicando los coeficientes del polinomio por los exponentes de los términos
respectivos, y excluyendo el primero de los coeficientes obtenidos, que siempre sale igual a cero.
Definida asi, es muy fécil construir una funcion APL que calcule los coeficientes del polinomio

derivada, partiendo de los coeficientes de un polinomio cualquiera:

[0] Z<POLIDER C
[1] Z<«1+¥Cx~1+1pC

Veamos algunos ejemplos:
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POLIDER 4 —8 3

-8 6
POLIDER 5 2 0 3
2 0 9
POLIDER POLIDER 5 2 0 3
0 18
POLIDER 3 1 Y4
1 8

Se observara que la derivada segunda se obtiene, simplemente, aplicando dos veces la funcion
POLIDER. Esta funcion puede combinarse con RAIZ para calcular la posicion de los maximos y
minimos de un polinomio. En efecto, se sabe que estos puntos especiales coinciden siempre con las raices
de la derivada del polinomio. Por lo tanto, podremos hallarlos derivando primero el polinomio y después
buscando las raices del polinomio resultante, utilizando para ello la funcion RAIZ. De igual manera, los
puntos de inflexidn podran hallarse calculando las raices de la derivada segunda del polinomio. Veamos

algunos ejemplos:

-5 5 RAIZ POLIDER 4 —8 3
1.333333333

-5 5 RAIZ POLIDER POLIDER 4 —8 3
NO LA ENCUENTRO

-5 5 RAIZ POLIDER 5 2 0 3
NO LA ENCUENTRO

-5 5 RAIZ POLIDER POLIDER 5 2 0 3
~5.551115123E716

Es decir, el polinomio 4-8X+3X? tiene el minimo en el punto X=4/3, pero no tiene ningn punto
de inflexion en el intervalo [-5,5] (ni fuera de él, pues los polinomios de segundo grado no tienen puntos
de inflexién). En cambio, el polinomio 5+2X+3X? no tiene méximos ni minimos en el intervalo [-5,5],

pero tiene un punto de inflexion para X=0.
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5. VECTORES, MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES

Vectores

Como hemos visto, una serie de nimeros puede considerarse como un conjunto, si el orden de
sus elementos no tiene importancia, pero también puede considerarse como un vector, aunque en este
caso si importa dicho orden. En APL, los vectores se generan exactamente igual que los conjuntos,
asignando una serie de datos al nombre del vector:

V<1 3 5
4

W<2 4 6 8
174

2 4 6 8
X<140
X

1 23 456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35
36 37 38 39 40

Se dice que un vector esta definido en un espacio de "n" dimensiones, si el niUmero de sus
elementos es igual a "n". Por lo tanto, el nimero de dimensiones de un vector se podréd obtener de la
misma manera que el cardinal de un conjunto: con la operacion "rho". En los ejemplos anteriores, V, W y

X son vectores de tres, cuatro y cuarenta dimensiones, respectivamente.

pV
3

pW
n

pX
Lo

En los apartados sucesivos vamos a ver algunas operaciones que pueden realizarse con los

vectores:

Suma de los elementos de un vector
La suma de los elementos de un vector se obtiene anteponiendo al nombre del vector los

simbolos +/. Por ejemplo:

+/V
9

+/W
20

+/X
820
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Obsérvese que esta operacion se realiza correctamente cualquiera que sea el nimero de los
elementos del vector (su dimension).

La suma progresiva de los elementos de un vector se obtiene anteponiendo al nombre del vector
los simbolos +\. Por ejemplo:

+\V

1 4 9
+\W

2 6 12 20
+\X

1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 78 91 105 120 136
153 171 190 210 231 253 276 300 325 351 378
406 435 465 496 528 561 595 630 666 703 741
780 820

Obsérvese que el primer elemento de la suma progresiva es siempre igual al primer elemento del
vector, mientras que el Ultimo elemento de la suma progresiva es igual a la suma de los elementos del
vector.

Obsérvese también que la suma progresiva de los N primeros nimeros consecutivos (como en
+\X) es igual a los N primeros ndmeros triangulares.

Producto de los elementos de un vector
De igual manera que la suma, el producto de los elementos de un vector se obtiene anteponiendo

al nombre del vector los simbolos x/. En cuanto al producto progresivo, se obtiene con los simbolos x\.

Por ejemplo:
x/V
15
x/W
384
x/X
8.159152832E47
x\V
1 3 15
x\W

2 8 48 384

Obsérvese que el primer elemento del producto progresivo es siempre igual al primer elemento
del vector, mientras que el Gltimo elemento del producto progresivo es igual al producto de los elementos

del vector.

Elementos méximo y minimo de un vector
Los elementos maximo y minimo de un vector se obtienen de forma equivalente a la suma y el
producto de sus elementos, utilizando en lugar de los simbolos de la suma o la multiplicacién los

simbolos APL de las operaciones maximo y minimo, respectivamente:

r/v
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r/w

8
r/x
40
r/s 3 =2 12.5 =23
12.5
L/V
1
L/W
2
L/X
1
L/5 3 =2 12.5 —23
—23

Inversion y rotacidn de los elementos de un vector
Para invertir el orden de los elementos de un vector basta con aplicar la siguiente operacion
APL:

oV

oW

8 6 4 2
oX

40 39 38 37 36 35 34 33 32 31 30 29 28 27 26 25 24
23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9
8 76 54 3 21

53 1

Para rotar los elementos en forma circular (los que se pierden por un lado vuelven a entrar por el
otro) se utiliza la misma operacion APL, pero colocando a su izquierda un ndmero entero que indica el
namero de posiciones que deben desplazarse los elementos. Si este nimero es positivo, el desplazamiento

0 rotacion tiene lugar hacia la izquierda. Si es negativo, hacia la derecha.

20V
20V

1oW
4 6 8 2

“10W
8 2 4 6

Suma o producto por un escalar
Para sumar, restar o multiplicar un vector y un escalar (un nimero) basta utilizar el signo de la

suma, de la resta o de la multiplicacion, tratara de nimeros ordinarios. Por ejemplo:

3+V
4 6 8

Wx2
4y 8 12 16
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Suma o producto de dos vectores
Para sumar, restar o multiplicar elemento a elemento dos vectores del mismo nimero de
elementos, basta con separar sus nombres por el signo de la suma, de la resta o de la multiplicacién,

respectivamente, como si se tratara de nimeros ordinarios. Por ejemplo:

Vi<2 4 6 8
V2«1 3 5 7

Vi+V2
3 7 11 15

VixV2
2 12 30 56

VixvVi

4 16 36 64

Modulo de un vector
Se llama médulo de un vector a la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de sus elementos.

La siguiente funcion APL calcula el médulo de cualquier vector:

L0l Z<«MODULO V
[11] Z<(+/VxV)*0.5

Para comprenderla, obsérvese que VXV es el vector cuyos elementos son los cuadrados de los
elementos de V, por lo que +/VxV sera la suma de los cuadrados de los elementos de V. La elevacion a la
potencia 0.5 es idéntica a la raiz cuadrada, como se sabe por Matematicas elementales.

Veamos algunos ejemplos del calculo del médulo de un vector:

MODULO V
5.916079783

MODULO W
10.95445115

MODULO X
148.7951612

Producto escalar de dos vectores
El producto escalar de dos vectores del mismo nimero de dimensiones es igual a la suma de los
productos de sus componentes. Si Illamamos a los dos vectores V 'y W, y a su elemento i-ésimo lo

representamos con los simbolos V; y W;, respectivamente, el producto escalar de V y W serd igual a:

XV, x W

La siguiente funcién APL calcula el producto escalar de dos vectores V 'y W:

[0]1 Z<V PROD_ESC W
[1]1  Z<+/VXW

La forma de calcularlo corresponde exactamente a la definicién anterior. Veamos algunos

ejemplos de su funcionamiento:
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V1 PROD_ESC V2
100

1 2 3 PROD_ESC 3 2 1
10

También puede expresarse el producto escalar de dos vectores con la operacion representada por

los simbolos "+.x", como en los siguientes ejemplos:

Vi4.xV2
100

1 2 3 +.x 3 2 1
10

La ventaja de esta notacion es que, en lugar de los simbolos + y x, puede utilizarse cualquier par
de funciones aritméticas APL. La segunda operacion se aplicara elemento a elemento entre los dos
vectores, y a continuacion se aplica la primera operacion en forma de reduccion entre todos los resultados

obtenidos. Por ejemplo, podemos comprobar si dos vectores son iguales de la siguiente manera:

Vin.=V2
0

Vin.=V1
1

Vinan.=W
1
Matrices

Una tabla de nimeros puede considerarse como una matriz. Muchas de las operaciones con
matrices son triviales en APL, como veremos a continuacion.
Para generar una matriz, se puede utilizar el simbolo "rho", colocando a su izquierda el nimero

de filas y de columnas que va a tener la matriz y a su derecha los valores de la matriz, expresados por

filas:
M<3 Lp112
M
1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
M1<«3 3p2 4 6 1 3 51 3 3
M1
2 4 6
1 3 5
1 3 3
M2<3 3p19
M2
1 2 3
4 5 6
7 8 9

En los apartados sucesivos vamos a ver algunas operaciones que pueden realizarse con matrices:
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Suma o producto por un escalar
Para sumar, restar o multiplicar una matriz y un escalar (un nimero) basta utilizar el signo de la

suma, de la resta o de la multiplicacién, respectivamente, como si se tratara de ndmeros ordinarios. Por

ejemplo:
3+M
L 5 6 7
8 g9 10 11
12 13 14 15
M1x2
L 8 12
2 6 10
2 6 6

Suma o producto de dos matrices
Para sumar, restar o multiplicar elemento a elemento dos matrices del mismo nimero de filas y
de columnas, basta con separar sus nombres por el signo de la suma, de la resta o de la multiplicacion,

respectivamente, como si se tratara de nimeros ordinarios. Por ejemplo:

M1+M2

3 6 9

5 8 11

8 11 12
M2-M1

-1 =2 ~3

3 2 1

6 5 6
M1xM?2

2 8 18

4 15 30

7 24 27

Transposicion de una matriz

Se llama matriz transpuesta de una dada a la que se obtiene cambiando filas por columnas y
columnas por filas. Dicho de otro modo, el elemento a';; de la matriz transpuesta es igual al elemento a;; de
la matriz original.

Veamos como se obtiene en APL la matriz transpuesta de una dada:

M
5 9
6 10
7 11
8 12
M1

F wN -
Y
Y

D EN
a1 w
w w

{M?2

N
o ol F
o 3
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Producto matricial

Dadas dos matrices, M1 y M2, de elementos a;; y by, respectivamente, tales que el nimero de
columnas de la primera es igual al nimero de filas de la segunda, se llama producto matricial de ambas a
otra matriz, M3, que tiene tantas filas como filas tiene M1 y tantas columnas como columnas tiene M2, y
cuyos elementos cj; se obtienen asi:

c, =2 a,x b,

ij

En APL se representa el producto matricial de dos matrices con los mismos simbolos que el
producto escalar de vectores, puesto que ambas operaciones son equivalentes si consideramos al primer
vector como una matriz de una sola fila y al segundo como una matriz de una sola columna. Veamos

algunos ejemplos:

M1+ .xM
76 88 100 112
61 70 79 88
43 50 57 b6Uu

M1+ .xM2
60 72 8u
48 57 66
34 41 usg
M2+ . xM2
30 36 42
66 81 96

102 126 150

También puede multiplicarse una matriz por un vector que tenga tantos elementos como
columnas la matriz, o bien un vector por una matriz que tenga tantas filas como elementos el vector. El

resultado, en ambos casos, sera un vector con tantos elementos como la otra dimension de la matriz.

4
1 3 5
V+.xM
61 70 79 88
M+ .. xW

60 140 220

Matriz inversa
Se llama traza o diagonal principal de una matriz cuadrada M de elementos my, al conjunto de
elementos m;;, cuyo nimero de fila coincide con su nimero de columna.

En APL, la traza de una matriz se obtiene asi:

1 18M1
2 33

1 189M2
1 5 9

1 1Q(M1+.xM2)
60 57 48
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Se llama matriz unidad a toda matriz cuadrada cuya traza esta compuesta Unicamente de unos,
mientras que los restantes elementos son todos iguales a cero.
Veamos una funcién APL que construye una matriz unidad de N filas y N columnas, cualquiera

que sea N, junto con algunos ejemplos de su uso:

[0] Z<«M _UNIDAD N
M_UNIDAD 2

10
0 1
M_UNIDAD 3

O O
[N N e]
= O O

UNIDAD 4

M_
0
0
0
1

O OO
[N el N o]
O OO

La funcidn anterior se apoya en el hecho de que, cuando se dan menos valores de los necesarios
para la creacién de una matriz por medio de la operacion "rho", los valores dados vuelven a utilizarse
ciclicamente.

Se llama matriz inversa de una dada a aquella matriz que, multiplicada matricialmente por ella,
da como resultado la matriz unidad.

En APL existe un simbolo que nos permite obtener directamente la matriz inversa de una matriz
dada. Este simbolo se parece a la ficha "pito doble" del domind, y procede de encerrar el simbolo de

dividir en un cuadrado que representa la matriz.

MM<3 3p3 2 3 2 3 1 3 1 2

MM
3 2 3
2 31
3 1 2
BMM
—0.625 0.125 0.875
0.125 0.375 —0.375
0.875 —0.375 ~0.625
MM+ . xBMM
1.000000000E0 ~5.551115123E717 0.000000000E0
2.220446049E716 1.000000000E0 2.220446049E716
4,440892099E16 0.000000000E0 1.000000000E0

Se observaréd que el producto de la matriz por su inversa no es exactamente igual a la matriz
unidad, aunque se aproxima mucho. Los elementos de la diagonal principal o traza son, efectivamente,
iguales a la unidad, pero algunos de los elementos restantes no son exactamente iguales a cero, aunque si
son muy pequefios. Esto se debe a que los nimeros decimales no pueden guardarse exactamente en la
memoria de un ordenador, sino que suelen tener un error muy pequefio (del orden de la decimoquinta

cifra significativa) que a veces aparece visiblemente o se amplifica como resultado de ciertos calculos.
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Determinante de una matriz
La siguiente funcion APL calcula el determinante de una matriz cuadrada. Se trata de una
funcion recursiva, que calcula el determinante de una matriz NxN en funcién del determinante de otra

matriz de orden inferior en una unidad, (N-1)x(N-1).

[0] Z<DET M;K
[1] MLK,1;]1<M[1,K<K1[/K<|M[;1]7;]

[21 Z<(1E~10<|M[1;11)xM[1;1]1x~1*K=#1
[3] >(v/(1=pM),(Z=0))/0

(4] Z<«ZxDET 1 1+M-M[3;1]o.xM[1;13M[1;1]

Veamos algunos ejemplos de su utilizacion:

DET MM
-8
DET M1
—y
DET M2
0
DET 2 2p1 0 0 1
1

Sistemas de ecuacionesSea el sistema de ecuaciones

3X+2Y+372=10
2X+3Y+ 7Z=5
3X+ Y+27Z=3

Para resolverlo, debemos construir la matriz de sus coeficientes (que en los ejemplos anteriores

hemos llamado MM). Entonces, la solucién del sistema puede obtenerse en APL de la siguiente forma:

10 5 3 B MM
-3 2 5
Es decir, X = -3, Y=2, Z=5 es la solucion del sistema.

El procedimiento es totalmente general, y no depende del nimero de ecuaciones, que en

principio debe ser igual al nimero de incdgnitas.

Ajuste polindmico por minimos cuadrados

Sean V y W dos vectores del mismo nimero de elementos. Supongamos que V contiene los
valores de una variable independiente y W los de una variable dependiente de la anterior. ;Qué polinomio
de grado N produce el mejor ajuste de los valores de W en funcion de los de VV? Pues bien: la siguiente
funcion APL realiza dicho ajuste y obtiene los coeficientes del polinomio en el mismo orden que en el
capitulo anterior, por lo que podremos aplicarles directamente la funcion POLI y las restantes que vimos

en dicho capitulo.

[0] Z<«W AJUSTE V
(11 Z<WHEHVo .x0,1N
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La funcién tiene una variable global, N, que es el grado del polinomio deseado. Veamos un

ejemplo de su utilizacion:

X<1 2 3 4

Y<14(X*3)

Y
2 9 28 65

N<2

Y AJUSTE X
11.5 —16.7 7.5

(Y AJUSTE X) POLI1 X
2.3 8.1 28.9 64.7

N<3

Y AJUSTE X
1 0 0 1

(Y AJUSTE X) POLI1 X
2 9 28 65

En el ejemplo, Y es igual al cubo de X mas 1. Por eso, el ajuste polinémico de grado 3 produce
los resultados exactos, mientras que el de grado 2 tan s6lo da lugar a resultados aproximados. El

polinomio, en este caso, es 11.5-16.5 X+7.5 X2,
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6. NUMEROS COMPLEJOS

El campo de los nimeros complejos es, con respecto al de los nimeros reales, como el plano
respecto a la recta. Pues, asi como cualquier punto del plano puede representarse por dos coordenadas, es
decir, por dos puntos sobre dos rectas privilegiadas (los ejes de coordenadas), todo nimero complejo
puede representarse por un par de nimeros reales (su forma binémica). De hecho, los matematicos
establecen una correspondencia entre los nimeros complejos y los puntos del plano (un isomorfismo) y
utilizan unos para representar los otros, y viceversa.

En general, un nimero complejo puede representarse en forma bindmica de la siguiente forma:

a+bi

donde "a" (parte real del complejo) y "b" (parte imaginaria del complejo) son dos nimeraos reales, y donde
"i" es la "unidad imaginaria". En la correspondencia con la geometria plana, "a" es la coordenada
horizontal, mientras que "b" es la coordenada vertical, que se mide sobre el "eje imaginario”.

En APL, representaremos un nimero complejo como un par de nimeros reales. Por ejemplo,

(3+4i) se representard como el par (3 4).

Notacion polar

La posicion de un punto del plano puede representarse de dos maneras: en coordenadas
cartesianas (como hemos visto anteriormente) o en coordenadas polares, mediante su médulo (la distancia
del punto al origen de coordenadas) y su argumento (el &ngulo que forman la recta que le une con el
origen y el eje horizontal). En muchos casos es conveniente pasar de una notacion a la otra. Puesto que un
nimero complejo representa un punto del plano en coordenadas rectangulares, también podra expresarse
en notacién polar.

Sea a+bi un complejo en notacién binomia y r,a. el mismo complejo en notacién polar (r es el

moédulo y o el argumento). Las ecuaciones de equivalencia entre las dos formas son:

r:(az_l_bz) 0.5

a=arc tg(b/a)

a=r.cos o
b=r.sen a

Veamos un par de funciones APL que transforman un sistema de representacion al otro:

[0] Z<«POLAR X;M;ALFA
(1] M<(+/X*%2)*0.5
[2] ALFA<«—30X[21+X[1]
[3] Z<«M,ALFA

Esta funcidn calcula las dos coordenadas polares (modulo y argumento) correspondientes a un

nimero complejo expresado en notacidn binomia, aplicando las dos primeras formulas anteriores. La
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operacion APL representada por un circulo con el nimero -3 a la izquierda representa el arco tangente.

(Recuérdese que el mismo circulo con un 3 a la izquierda calcula la tangente).

[0l Z<«BINOMIA P
(1] Z<P[11x2 10P[2]

Esta segunda funcion realiza la conversion inversa, de la forma polar a la binomia. Es ain mas
compacta que la anterior. Suponemos que P[1] es el modulo y P[2] el argumento. La operacién circulo
con los nimeros 2 y 1 a la izquierda calcula a la vez el coseno y el seno de P[2] (del &ngulo), pues el 2
representa el coseno y el 1 el seno. Si los multiplicamos por el médulo, obtenemos directamente las dos
coordenadas de la forma binomia en el orden adecuado.

Veamos algunos ejemplos de la aplicacion de ambas funciones, recordando que los angulos

estaran siempre expresados en radianes:

POLAR 4 4
5.656854249 0.7853981634
POLAR 3 4
5 0.927295218
BINOMIA 5.656854249 0.7853981634
T
BINOMIA 5 0.927295218
3 4

Veamos ahora otra version de las dos funciones anteriores, donde vamos a suponer que los
angulos estan expresados en grados, por lo que habra que convertirlos a radianes al entrar en la funcion
BINOMIA vy de radianes a grados al salir de la funciéon POLAR.

[0] Z<«POLAR1 X;M;ALFA
(1] M<(+/X*2)*0.5

[2] ALFA<«—30X[2]1+X[1]
[3] Z<M,ALFAx180%01

(0] Z<«BINOMIA1 P
[11] P[2]«0P[2]%180
[2] Z<«P[11x2 10P[2]

Para pasar de grados a radianes basta multiplicar por "pi" y dividir por 180. Para pasar de
radianes a grados, hay que multiplicar por 180 y dividir por "pi". La forma de hacerlo es evidente si

recordamos que, en APL, la operacién representada por un circulo sin ningin nimero a la izquierda

multiplica por "pi* el valor que se coloca a su derecha. Por lo tanto, “circulo 1" es idéntico a "pi".

VVeamos nuevamente los ejemplos anteriores:

POLAR1 4 4
5.656854249 45

POLAR1 3 4
5 53.13010235

BINOMIA1 5.656854249 45
4oy
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BINOMIA1 5 53.13010235

Vemos que el nimero binario 4 4 tiene un médulo igual a cuatro veces la raiz de 2 y un angulo
de 458, mientras que 3 4 tiene un médulo igual a 5 y un angulo de poco mas de 538.

Operaciones con complejos

Tal como hemos representado los nimeros complejos en APL, las operaciones de suma y resta

se representan exactamente igual que si se tratara de nimeros ordinarios:

4 443 4

4 4-3 4

Para la multiplicacion, vamos a construir dos funciones APL. Una que multiplica dos nimeros

en notacién bindmica, y la otra que supone que estan en notacion polar:

[0] Z<X MULT_C_B Y
[11 Z<(-/XxY),(+/Xx¢Y)

[O] Z<«X MULT C P Y
[1] Z<«(X[11xY[11),(X[21+Y[21)

La primera funcién hace uso del hecho de que la parte real del producto de dos complejos en
notacién bindmica es igual a la diferencia de los productos de las partes reales e imaginarias de ambos,
mientras que la parte imaginaria del producto es igual a la suma de los productos alternados. La segunda
funcion, aplicable a la notacion polar, se apoya en el hecho de que el médulo del producto es el producto
de los modulos y el argumento del producto es la suma de los argumentos de los dos complejos que
multiplicamos.

Veamos algunos ejemplos:

4 4 MULT C_B 3 &4
-4 28
BINOMIA (POLAR 4 4) MULT_C_P (POLAR 3 4)
-4 28
0 1 MULT C_B 0 1
-1 0

En el primer ejemplo hemos multiplicado directamente los dos nimeros en notacién binomia (4
4) y (3 4). En el segundo los hemos pasado primero a polares, los hemos multiplicado utilizando la
segunda funcidn, y hemos convertido el resultado otra vez a la notacion binomia. Como es natural, es
idéntico al anterior. En el tercer ejemplo hemos calculado ixi, que sale igual a -1. Por eso se dice que la
unidad imaginaria es la raiz cuadrada de -1.
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Para la division, vamos a definir tan sélo la funcion APL que trabaja en coordenadas polares, que
se basa en el hecho de que el médulo del cociente es el cociente de los médulos, mientras el argumento es

igual a la diferencia de los argumentos.

[0] Z<«X DIV_C_P Y
(1] Z«(X[11+Y[1]1),(Xx[2]1-Y[2])

Veamos un ejemplo:

BINOMIA (POLAR 4 4) DIV_C_P (POLAR 3 Y4)
1.12 ~0.16

Finalmente, veamos una funcion que eleva un nimero complejo expresado en forma polar a un
exponente real. EI médulo del resultado es igual al médulo del complejo elevado al exponente, mientras

el argumento del resultado es igual al producto del argumento del complejo por el exponente.

[0l Z<«X POT_C_P Y
[1]1 Z<(X[11*Y[11),(X[21xY[2])

Veamos algunos ejemplos:

BINOMIA (POLAR 4 4) POT_C_P 2
1.960227958E-15 32
4 4 MULT C_B 4 u

0 32
BINOMIA (POLAR 4 3) POT C_P 3
-4y 117
(4 38 MULT C_B 4 38) MULT C_B 4 3
—uy 117

Se observara que el cuadrado de un complejo es igual a su producto por si mismo y el cubo a su
producto por si mismo tres veces. La pequefia discrepancia existente en el cuadrado de (4 4) se debe a los
errores de truncacion de los nimeros reales en todo ordenador, que son especialmente visibles cuando los
resultados de los calculos se aproximan mucho a cero.

No es necesario hacer una funcién especial para calcular la raiz cuadrada de un complejo, pues

basta usar la funcién anterior con exponente 0.5:

4 3 MULT _C_B 4 3
7 24

BINOMIA (POLAR 7 24) POT_C_P 0.5
T

Las funciones anteriores son validas para todos los nimeros complejos comprendidos en el
primer cuadrante. Pueden fallar (y precisan correcciones en las que no vamos a entrar aqui, para no
complicar los ejemplos) si los nimeros se encuentran exactamente en el eje imaginario o tienen

componentes negativas.
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7. DERIVADAS

Como se sabe, se llama derivada de una funcién f(x) en el punto de abscisa X, al limite, cuando h

tiende a cero, de la expresion

f (x,+h) -f (%)

h

Si hacemos variar X, a lo largo del eje de abscisas, obtendremos, para cada valor concreto, un
valor de la derivada. El conjunto de estos valores forma una nueva funcién f'(x), que llamamos funcion
derivada de f(x).

Si tenemos una funcion de dos variables, f(X,y), es posible calcular su derivada con respecto a X,
que en general sera distinta de la derivada con respecto ay.

Cuando la funcion f(x) es una funcién algebraica o trigonométrica de x, su derivada respecto a x
puede obtenerse de manera muy sencilla, aplicando un conjunto de reglas de derivacion, entre las que

destacan las siguientes:

1. Laderivada de una constante con respecto a cualquier variable independiente es cero.

2. La derivada de una variable independiente y, con respecto a una variable independiente x
distinta de y es cero.

La derivada de x respecto a x es 1.

La derivada de una suma es igual a la suma de las derivadas de sus términos.

La derivada de una diferencia es igual a la diferencia de las derivadas de sus términos.

La derivada de -f(x) es igual a -f'(x).

N o 0o M~ w

La derivada del producto de una constante por una funcion es igual a la constante por la

derivada de la funcion.

8. Laderivada de un producto de dos factores es igual a la suma de los productos de cada uno
de los dos factores por la derivada del otro. Es decir: si f(x)=u(x).v(x), la derivada de f(x)
seraiguala f' (x)=u(x) .v'(x) + v(x).u'(x)

9. Laderivada de la potencia enésima de una funcion (es decir, de f(x) elevado a n, donde n es
una constante) es igual a n por f(x) elevado a n-1 y por f'(x).

10. La derivada del logaritmo de una funcién es igual a la inversa de la funcion multiplicada por
la derivada de la funcion.

11. La derivada del seno de una funcidn es igual al coseno de la funcion multiplicado por la
derivada de la funcion.

12. La derivada del coseno de una funcion es igual a menos el seno de la funcion multiplicado

por la derivada de la funcién.

Las cuatro tltimas reglas pueden abreviarse de la siguiente manera:
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o Laderivada de x elevado a n es igual a n por x elevado a n-1.

o Laderivada del logaritmo de x es igual a uno dividido por x.

o Laderivada del seno de x es el coseno de x.

o Laderivada del coseno de x es igual a menos el seno de x.

o La derivada con respecto a x de una funcién de funcién, f(g(x)) es igual a la derivada de
f(g(x)) respecto a g(x), multiplicada por la derivada de g(x) con respecto a x. Esta regla de
derivacion se llama “regla de la cadena”, pues puede aplicarse tantas veces como se quiera

para calcular la derivada de f(g(..(h(x))..))

Derivador simbdlico en APL

El programa presentado en este apartado esta constituido por un conjunto de funciones APL
capaces de obtener la derivada de una funcion algebraica o trigonométrica, expresada en forma simbolica
como una cadena de caracteres, que no incluya paréntesis. Una de estas funciones (D) calcula la derivada.
Las restantes funciones son auxiliares y son utilizadas por D cuando las necesita.

Este programa no es perfecto, pues su misién es puramente didactica y no es el objeto de este
libro presentar una aplicacion totalmente terminada, sino tan so6lo abrir caminos para que el lector
interesado en el lenguaje APL descubra por si mismo la inmensa potencia del lenguaje. Por esta razén,
hay ciertas funciones algabraicas o trigonométricas cuya derivada el programa no puede calcular. En
general, en estos casos no se producira una derivada errénea (lo que induciria a engafio a quien lo utilice)
sino que el propio programa generara un resultado donde aparece la palabra ERROR en el lugar de la
derivada que no ha sabido calcular. Esto se aplica, por ejemplo, a la derivada de cocientes cuyo
denominador esté elevado a un exponente (este caso puede obtenerse convirtiendo el cociente en producto
y cambiando el signo del exponente del denominador) o a la suma de dos funciones trigonométricas.
Aunque también puede aparecer la palabra error si el utilizador se ha equivocado al escribir la funcién a
derivar (recuérdese que el signo de multiplicacién debe escribirse siempre).

También deseo avisar aqui de que la derivada de la funcién cambio de signo (representada por el
signo menos a la izquierda de una expresion) puede dar lugar en ciertos casos a resultados erréneos, que
en general seran faciles de localizar. No he tratado de resolver este problema por no complicar el
programa y hacerlo mas facil de describir.

Veamos, en primer lugar, el programa completo:

a DERIVADOR
[0] Z<X D FX3;U;V;C

[1] ~+LOG SI 'LOG('A.=u_FX

[2] ~SEN SI 'SEN('A.=u_FX

[3]1 +C08 SI 'COS('A.=4_FX

[4] OP:>(MAS,MENOS,POR,DIV ,POT)SI '+-x+x'eFX<«,FX
[5] ~CONST SI ES_CONST FX

[6]1 ~+ERROR SI 12pFX

[7]1  Z<sFX=X

[8] -0
[9] CONST:Z2<'0"
[10] =0
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[11]
[12]
[13]
C14]
[15]
[16]
[17]
[18]
[191]
[20]
[21]
[22]
[23]
[24]
[25]
[26]
[27]
[28]
[29]
[301]
[31]
[32]
[33]
[34]
[35]
[36]
[37]
[38]

MAS:Z<(X D '+' CABEZA FX)MAS1(X D '+' COLA FX)
-0
MENOS :+»NEG SI FX[1]='-"

Z<«(X D '-' CABEZA FX)MENOS1(X D '-' COLA FX)
-0

NEG:Z<'-'",X D 1_FX
>0

POR:V<«'x' COLA FX
+~CPOR SI ES_CONST U<«'x' CABEZA FX
Z«(U POR1(X D V))MAS1(V POR1(X D U))

>0

CPOR:Z<U POR1 X DV

-0

DIV:Z<X D('s+' CABEZA FX)POR1('+' COLA FX),'x—1"
-0

POT:~ERROR SI~ES_CONST C<«'*' COLA FX
Z<«C POR1(X D U)PORA(U<'x' CABEZA FX)POT13 1+2C
>0
LOG:»0P SI ')'z~1_FX
Z<((' (", U,")")POT1 '~1'")POR1 X D U<«4 _—1 FX
-0
SEN:»0P SI ')'2z~1_FX
Z<('COS(",U,")")POR1 X D U<«4_—1 FX
-0
COS:»0P SI ')'z—1_FX
Z<('(-SEN(",U,"))'")POR1 X D U<«4_ —1 FX
-0
FERROR:Z<«'FRROR'

A SUMA SIMPLIFICADA

(0]
(11
(2]
[31]
[4]
[5]
(6]
[71
(8]
(9]
[101]
[111]
[12]
[131]
[14]
[15]

Z<A MAS1 B

+~ACONS S5I ES_CONST A
+BCONS SI ES5 _CONST B
+~NORED SI~A EQU B
Z<'2x"',A

>0

ACONS :+ABCONS SI ES_CONST B
+~NORED SI 0=z¢A
Z<B

>0

BCONS :»NORED SI 0=zB
Z<A

>0

ABCONS :Z<«%(2A)+¢B

-0

NORED:Z<A,'+',B

A RESTA SIMPLIFICADA

(0]
(11
[2]
[31]
Lud
[5]
[6]
[71
(8]
(9]
£101]
[11]

Z<A MENOS1 B

+~ACONS SI ES _CONST A
+BCONS SI ES_CONST B
+~NORED SI~A EQU B

Z<'0"

>0

ACONS :+ABCONS SI ES_CONST B
+~NORED S8I 0=z¢A

Z<'-',B

-0

BCONS :»NORED SI 0z=:B
Z<A
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[12]
[131]
C14]
[15]

>0
ABCONS :Z<35(¢2A)-¢B
>0
NORED:Z<A,'-"',B

@ MULTIPLICACION SIMPLIFICADA

[0]
(11
(2]
[31]
Cul
[5]
(6]
[71
(8]
(9]
£101]
[111]
[12]
[13]
[14]
[15]
[16]
[17]
£181]
[191]

Z<A POR1 B

+ACONS S5I ES_CONST A
+BCONS SI ES_CONST B
+~NORED SI~A EQU B
Z<A,"'x2"!

-0

ACONS :+ABCONS SI ES_CONST B
+~CERO SI 0=24

~NORED SI 1z:24
Z<B

>0

BCONS :»~CERO SI 0=¢B
+~NORED SI 1#¢B
Z<A

-0

ABCONS:Z<35(2A)xeB

-0

CERO:Z<'0"

-0

NORED:7Z<A,'x"',B

A POTENCIA SIMPLIFICADA

(o]
(11
[2]
[31]
Lud
[51]
[61]
71
(8]
(9]
[101]
[11]
[12]
[13]
[14]
[15]
[16]

Z<A POT1 B
+~ACONS SI ES _CONST A
+BCONS S5I ES_CONST B
NORED:Z<A,'*"',B
>0
ACONS:+ABCONS SI ES_CONST B
+~UNO SI 1=2¢4
+~NORED SI 0=z24
Z<'0"
-0
BCONS:»UNO SI 0=¢B
+~NORED SI 1%¢B
Z<A
-0
ABCONS :Z<«%(2A)*eB
>0
UNO:Z<'1"

A FUNCIONES AUXILIARES

(0]
(11

(0]
(11
[0]
(11

(o]

Af EXTRAER DE X LO QUE ESTA A LA IZQUIERDA DE N

Z<N CABEZA X
Z<(~1+(X=N)11)_X

f EXTRAER DE X LO QUE ESTA A LA DERECHA DE N
Z<«N COLA X
Z<((X=N)11)_X

Z<A SI B
Z<B/A

a PRUEBA SI X ES CONSTANTE
Z<ES_CONST X
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-

[1] +0 S8I 0=Z<A/Xe'~0123456789.
[2] X<'Z<0'" OFA X

n EQUIVALENCIA
[0] Z<X EQU Y

[1] Z<0

[21] +~0 SI (ppX)zppY
[3] +0 SI (pX)=zpY
[4] +~0 SI (,X)=z,Y
[5] Z<1

El programa se ejecuta invocando la funcién D (derivada), que tiene dos argumentos. El
izquierdo es la variable respecto a la que queremos derivar, escrita entre comillas. El derecho es la

funcion que queremos derivar, escrita igualmente entre comillas. Veamos algunos ejemplos de su uso:

|X| D |O|
0

VXV D 15V
0

|X| D |Y|
0

|X| D |X|
1

VXV D 'QXX'
2

'X' D '2+4X!
1

X' D 'Xx5!
5xX*U4

'X'" D '"X*5+3xX*x2-X+5"
ExX*xU4+3x2xX-1

'X'" D 'Xx2xX!
Xx2+2xX

‘X' D '1:X!
TAIxXX*T2

|X| D |2%X|
2XTIAXX*T2

'X' D 'X*2423X!
2XX+2XTAXX*72

'X'" D '"3xX*x3-53+X+12"
IX3IXX*2-5XT1IxX*x~2

'X' D '"3xX*x3-5+Xx2+12"
3x3xX*2-5xKRROR

'X'" D '"3xX*3-5xX*x72+12"
Ix3IXX*2-5XxT2xX*x—3

‘X' D '"LOG(X)'!

(X)*—1

'X'" D '"LOG(2+X)"
(2+X)*—1

'X' D '"LOG(2xX)!
(2xX)*—1x2

'X'" D '"LOG(2%xX)+2!
(2xX)*—1x2

X' D '"LOG(2xX)+2xX*4!
(2xX)*~1x2+2xU4xX*3

‘X' D 'SEN(X)'
COS(X)
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‘X' D '"SEN(2+X)'!
C05(2+X)

'X' D '"SEN(2xX)'!
COS(2xX)x2

'X' D '"SEN(2xX)+2"!
COS(2xX)x2

'X' D '"SEN(2xX)+2xX*4!
COS(2xX)x2+2%xUyxX*3

‘X' D 'CO8(X)!
(-SEN(X))

'X' D 'COS(2+X)!
(-SEN(2+X))

X' D 'CO8(2xX)!
(-SEN(2xX))x?2

X' D 'CO8(2xX)+2!
(-BEN(2xX))x2

X' D 'COS(2xX)+2xX*y!
(-SEN(2xX))x24+2%x4xX*3

'X' D '"SEN(LOG(X%*5))"!
COS(LOG(X*5))x(X*5)*~1xb5xXxy

'X'" D '"SEN(COS(LOG(SEN(X+Y))) )
COS(COS(LOG(SEN(X+Y))))x(-SEN(LOG(SEN(X+Y))))x(SEN(X+Y

))*~1xCO08(X+Y)

'Y' D '"SEN(COS(LOG(SEN(X+Y))))!

COS(COS(LOG(SEN(X+Y))))x(-SEN(LOG(SEN(X+Y))) )x(SEN(X+Y
Y)*—1xCO0S(X+Y)

'Z' D '"SEN(COS(LOG(SEN(X+Y))))!
0

'X' D '"2xCOS(LOG(2xX))+2xX"!
2X(-SEN(LOG(2xX)))xX(2xX)*~1x2+2

'X' D '"3xX*3-2xXxY+4yx¥Y*x2"!
3x3IXX*2-2%XY

'Y' D "3XX*3-2xXXY+U4xYx2"
-2xX+4x2xY

tX' D 'XxCO0S8(X)!
Xx(-SEN(X))+C0S8(X)

Explicacion

Comencemos por el programa principal (D), que realiza la derivacién simbdlica. Es una funcion
de dos variables: la izquierda (X) es la variable independiente respecto a la cual vamos a derivar, mientras
que la derecha (FX) es la funcién a derivar. Ambas variables son literales y contienen una cadena de
caracteres que, en el caso de X, debe estar formada por una sola letra (el nombre de la variable).

Este programa consta de 38 lineas que pueden agruparse de la siguiente forma:

- Lineas 1 a 6: distribucién de control segun la operacién a derivar. La linea 1 salta a la
instruccion de etiqueta LOG si los cuatro primeros caracteres de la expresion a derivar coinciden con
'LOG('. De igual manera, las lineas 2 y 3 buscan las funciones seno y coseno y transfieren control a las
instrucciones de etiquetas SEN y COS si se las encuentra.

La linea 4 busca, a la vez, las operaciones de suma, resta, multiplicacion, division y
elevacion a potencia. En caso de encontrar una suma (maxima prioridad, por estar en primer lugar) el
control pasa a la instruccion de etiqgueta MAS. Si no habia ninguna suma, pero si una resta, pasa a
ejecutarse la instruccion de etiqueta MENOS. Igual ocurre con la multiplicacion, la division y la

potenciacion (etiquetas POR, DIV, POT). El orden en que se han dado las operaciones es el adecuado
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para que la derivacion se efectiie de acuerdo con la prioridad de las operaciones utilizada en la notacion
ordinaria que se emplea en Matematicas (no confundir con la prioridad APL, que es exclusivamente
posicional).

La linea 5 descubre si la expresién a derivar es una constante (utilizando para ellos la
funcion ES_CONST). En caso afirmativo, transfiere el control a la instruccion de etiqueta CONST.
Finalmente, si el programa llega a la linea 6, lo Unico que puede contener la expresion es una variable
aislada, por lo que su longitud debe ser igual a 1. Si no lo es, transferimos control a la etiqueta ERROR.

- Las lineas 7 y 8 analizan el caso de la derivada de una variable con respecto a otra. Si las dos
variables coinciden, la derivada es 1. En caso contrario, la derivada es cero. La linea 7 calcula la derivada
correctamente en ambos casos Y la linea 8 da por terminado el programa.

- Las lineas 9 y 10 (etiqueta CONST) calculan la derivada de una constante, que es cero.

- Las lineas 11 y 12 calculan la derivada de una suma, que es igual a la suma de las derivadas
de los dos sumandos. La funcion auxiliar CABEZA extrae de su argumento derecho (una cadena de
caracteres) todo lo que esté a la izquierda del caracter que se le pasa en el argumento izquierdo (en este
caso, todo lo que esté a la izquierda del signo '+"). La funcion COLA es equivalente, pero extrae todo lo
que esté a la derecha de dicho simbolo. Por ejemplo: si FX es igual a "X*2+3', el resultado de '+'
CABEZA FX serd 'X*2' (lo que esta a la izquierda del signo '+' en FX), mientras que el resultado de '+'
COLA FX sera '3' (lo que esta a la derecha del signo '+' en FX). Estas funciones se utilizan también en
lineas subsiguientes.

- Las lineas 13 a 17 calculan la derivada cuando se ha encontrado un signo '-' en la expresion a
derivar. En primer lugar, la linea 13 comprueba si se trata de una resta ('-' diadico) o de un cambio de
signo (-' monadico). En este ultimo caso, el signo '-' debera estar en primer lugar de la cadena. Si es una
resta, reciben control las lineas 14 y 15, que calculan la derivada como la diferencia de las derivadas del
minuendo y del sustraendo. Si es un cambio de signo, las lineas 16 y 17 calculan la derivada de -F como
la derivada de F cambiada de signo.

- Las lineas 18 a 23 calculan la derivada de un producto. La lineas 18 y 19 extraen el
multiplicando (que se guarda en la variable U) y el multiplicador (en la variable V) y transfieren control a
la etiqueta CPOR si el multiplicando es constante. En caso de que no lo sea, la linea 20 aplica la férmula
de la derivada del producto (U.V'+V.U") y la linea 21 da por terminada la funcién. La linea 22 actua si el
multiplicando era una constante. En este caso, la derivada es igual a dicha constante por la derivada del
multiplicador. La linea 23 termina la ejecucion de la funcion D en este caso.

- La linea 24 calcula la derivada del cociente. Este (U/V) es transformado en producto (UxV ™)
cuya derivada se calcula aplicando de nuevo la funcion D. La linea 25 da por terminada la funcion.

- Las lineas 26 a 28 calculan la derivada de la potencia. Primero se comprueba que el
exponente es constante (si no lo es, se va a ERROR). En caso afirmativo, se calcula la derivada como el
producto del exponente por la derivada de la base y por la base elevada al exponente menos 1.

- Las lineas 29 a 31 calculan la derivada del logaritmo. Primero se comprueba que el logaritmo
afecta a toda la expresion, comprobando que el paréntesis se cierra al final de ésta (esta comprobacion no
es perfecta y puede dar lugar a errores que la propia funcion sefialara. Se ha utilizado, a pesar de no ser

satisfactoria, por facilitar la explicacion del programa. Pero seria casi trivial arreglar este pequefio
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problema con unas pocas instrucciones mas). La derivada de LOG(F), calculada por la linea 30, es igual a
la inversa de F (F*) por la derivada de F.

- De una manera equivalente al caso del logaritmo, las lineas 32 a 34 calculan la derivada del
seno, Yy las lineas 35 a 37 la del coseno.

- Finalmente, si se llega a la instruccion 38, de etiqueta ERROR, se genera el resultado
ERROR vy se da por terminada la funcion.

Obsérvese que la funcién D se llama recursivamente a si misma muchas veces. Esto es practica
comun en APL y viene muy a propoésito en este caso, pues simplifica notablemente el proceso.
Veamos ahora someramente las funciones auxiliares:

- MASLI realiza la suma simplificada de dos cadenas de caracteres. Si una de ellas es cero (el
caracter '0', pues estamos trabajando con literales), el resultado es la otra. Si las dos son constantes,
realiza la operacion y calcula la constante resultante, transformandola de nuevo en caracteres (linea 13).
Si las dos son iguales, el resultado es el doble de una de ellas (linea 4). Finalmente, si no se puede aplicar
ninguna de las simplificaciones anteriores, el resultado es la concatenacion de ambas cadenas, separadas
por un signo '+' (linea 15).

- MENOSI realiza la resta simplificada del mismo modo que MASL.

- POR1 realiza el producto simplificado. Si una de las expresiones a multiplicar es ‘0", el
resultado sera '0' (linea 17). Si una es '1', el resultado sera la otra. Si las dos son constantes, realiza la
multiplicacion (linea 15). Si las dos son iguales, el resultado es una al cuadrado (linea 4). Si no se cumple
ninguna de las condiciones anteriores, el resultado es la concatenacion de ambas cadenas, separadas por el
signo de multiplicar (linea 19).

- POT1 realiza la potenciacion simplificada. Si el exponente es '0', el resultado es '1' (linea 16).
Si el exponente es '1', el resultado es la base (linea 12). Si la base es '0' 0 '1', el resultado es la base (lineas
6 a 8). Si la base y el exponente son constantes, realiza la operacion (linea 14). Si no se cumple ninguna
de las condiciones anteriores, el resultado es la concatenacion de ambas cadenas, separadas por un
asterisco (linea 3).

- Ya hemos explicado anteriormente las funciones CABEZA y COLA.

- La funcién Sl permite dar un aspecto méas legible a las instrucciones de transferencia
condicional.

- La funcién ES_CONST comprueba si la expresién a la que se aplica es una constante.

- La funcién EQU comprueba si dos cadenas de caracteres son idénticas. En ese caso, da el

resultado 1. En caso contrario, el resultado 0.
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8. ESTADISTICA

En este capitulo vamos a ver cdmo se programan en APL las operaciones estadisticas mas

elementales.

Series de datos estadisticos

Para empezar, supongamos que tenemos una serie de datos numéricos como la siguiente:

X«1 3 2 4 3556543221
X
13 243556543221

En primer lugar, deseamos ordenar dichos datos de menor a mayor. Esto puede lograrse con la

siguiente operacion APL.:

X[AX]
112 2 2 3334455156

Una operacion muy semejante nos los ordena de mayor a menor:

XLVXx]
6 555 4 433322211

Frecuencias
Veamos ahora con que frecuencia aparece repetido cada dato en la serie. Para ello bastara utilizar

la siguiente funcién APL:

[0] Z<FRECUENCIAS X:;N

[1] X<«X[AX]

[2] N<(~1+4(0,X)2zX,0)/X

[3] Z«-14(0,X1N)-(X1N),1+pX
[4] Z<N,[0.51Z

La linea [1] ordena los datos en orden ascendente. La linea [2] calcula (y guarda en N) los
valores distintos que hay en dichos datos. La linea [3] calcula las frecuencias, que quedan guardadas en la
variable Z. Finalmente, la linea [4] obtiene el resultado deseado, formado por una matriz de dos filas: la
primera contiene los valores distintos de la serie, que estaban en N; la segunda, sus frecuencias
respectivas.

Veamos algunos ejemplos de la utilizacion de esta funcion:

FRECUENCIAS X
1 2 3 4 5 6
2 33231
FRECUENCIAS O 2 4 6 —2 —3 2 4 2 2 —123 127 4 4 4 Y4
—123 ~3 -2 0 2 4 6 127
1 1 1 1 4 6 1 1
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Promedios
Se llaman promedios las medidas que resumen de alguna manera el conjunto de todos los datos
estadisticos de una serie. Existen cinco promedios principales: la media aritmética, la mediana, el

promedio tipico, la media geométrica y la media arménica.

Media aritmética

La media aritmética de los datos de una serie es igual a la suma de todos ellos dividida por su
ntmero. Este es el mas utilizado de todos los promedios estadisticos.

La siguiente funcion APL calcula la media aritmética de una serie de datos. Es una aplicacion

directa de la definicion de media aritmética.

[O] Z<MEDTA X
[1] Z<«(+/X)+pX

Recuérdese que (+/X) significa la suma de todos los elementos de la serie X, y que la operacion
representada por el simbolo ®rho™ nos devuelve el nimero de elementos de la serie a la que se aplica.

Veamos algunos ejemplos de su utilizacion:

MEDIA 110
5.5

MEDIA X
3.285714286

Mediana

La mediana se define como el valor que ocupa el lugar central de la serie cuando los elementos
de ésta estan ordenados de menor a mayor. Si el nimero de elementos de la serie es impar, no cabe duda
de cudl es el valor central, pero si es par, suele tomarse como mediana la media de los dos elementos
centrales.

La siguiente funcién APL calcula la mediana correctamente en los dos casos, tanto cuando el

namero de elementos de la serie es par, como cuando es impar:

LO0] Z<MEDITANA X
[1] X<X[AX]
[2] Z<+/X[T(0 14pX):21]1:2

La linea [1] de esta funcidn se limita a ordenar los elementos de la serie de menor a mayor. La
linea [2] calcula la media de los dos elementos centrales. Pero el indice de éstos en la serie ordenada esta
obtenido de tal manera, que si el nimero de elementos de la serie es impar, nos sale el elemento central
repetido dos veces. En este caso, la media de los dos valores obtenidos sera igual a uno de ellos, puesto
que son iguales.

Veamos algunos ejemplos del calculo de la mediana:

MEDIANA X
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MEDIANA 1 3 5 7 9

MEDIANA 1 3 5 7 9 11

Obsérvese que, como la serie X tiene 14 elementos, existen dos valores en lugar central, que en
este caso tienen el mismo valor (3, 3), por lo que la mediana es 3. La serie 1 3 5 7 9 tiene cinco
elementos, y la mediana nos sale igual a 5 (el que ocupa el lugar central). La serie 1 357 9 11 tiene seis

elementos, y la mediana nos sale igual a la media de los dos centrales (la mediade 5y 7 es 6).

Promedio tipico

El promedio tipico, también llamado moda, es el valor de elemento de la serie que aparece con
mas frecuencia. Puesto que ya disponemos de la funcion FRECUENCIAS, su calculo es trivial. Pero
obsérvese que puede haber mas de una moda en una serie de datos, pues podria haber dos 0 mas valores
con la misma frecuencia maxima. La funcién que presento aqui obtiene todas las modas de una serie

simultaneamente.

[O] Z<MODA X T
[1] Z<FRECUENCIAS X
[2] I«Z[2;1=1/202;]
[3] Z<I/Z[1:]

Veamos como funciona. La linea [1] calcula las frecuencias como una tabla de dos filas (la
primera, valores ordenados; la segunda, frecuencias) y las guarda en la variable Z. La linea [2] localiza el
valor de la frecuencia maxima y calcula una serie de ceros y unos que nos dice si cada uno de los valores
de dichas frecuencias (la segunda fila de Z) es maximo o no. Esta serie queda guardada en la variable I.
Finalmente, la linea [3] obtiene las modas seleccionando de la primera fila de Z los valores
correspondientes a los unos de I.

Veamos algunos ejemplos del uso de esta funcion:

FRECUENCIAS X

1 2 3 4 5 6

2 33 2 31

MODA X
Y«1 2 3 456 5 4 3 2 3 33 3
Y

1 23 456 54323333

FRECUENCIAS Y

4 5 6

2 21

MODA Y

1 2 3
1 2 6

Media geométrica
La media geométrica es la raiz N del producto de todos los términos de una serie estadistica,
donde N es el nimero de términos de la serie. La siguiente funcion APL calcula la media geométrica de

una serie cualquiera:
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[0] Z<MEDIA G X
[11] Z«(x/X)*x(1%pX)

Veamos algunos ejemplos:

MEDIA G X
2.871552663

MEDIA G Y
3.082680271

Media armonica
La media armonica se define como la inversa de la media aritmética de los inversos de los
elementos de la serie. Como ya tenemos la media aritmética en forma de funciéon APL, el célculo de la

media armdnica nos resulta trivial, aplicando directamente la definicion:

[0]1 Z<«MEDIA A X
[11] Z<1+MEDIA 1:X

Veamos algunos ejemplos:

MEDIA A X
2.427745665

MEDIA A Y
2.763157895

Comparacion de los distintos promedios
Para hacernos una idea del valor relativo de los distintos promedios de una misma serie, vamos a
ver aqui, conjuntamente, todos los promedios de la serie X, que hemos venido utilizando como ejemplo

durante todo este capitulo:

MEDIA X
3.285714286

MEDIANA X
3

MODA X
2 3 5

MEDIA G X
2.871552663

MEDIA A X
2.427745665

Medidas de dispersion
Si los promedios nos dan una medida del “punto medio” de una serie estadistica, las medidas de

dispersion nos indican hasta qué punto difieren los elementos de la serie de dicho punto medio. Porque las
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dos series 1 357 9y 3456 7 tienen la misma media aritmética (5), pero los elementos de la primera
estdn mucho mas separados de dicha media que los de la segunda. El conjunto de ambas medidas
(promedio y medida de dispersion) da una idea mas clara de la distribucién de la serie. Vamos a ver aqui

dos de las medidas de dispersidn principales: la desviacion media y la desviacidn tipica.

Desviacién media

La desviacion media de una serie respecto a un valor arbitrario se define como la suma de los
valores absolutos de las diferencias de todos los términos de la serie respecto a dicho valor arbitrario,
dividida por el nimero de términos de la serie.

Normalmente se suele calcular la desviacién media respecto a la media aritmética de la serie.

Esto es, precisamente, lo que hace la siguiente funcién APL:

[0] Z<DESV_MEDIA X
[1]1  Z<(+/|X-MEDIA X):pX

La barra vertical utilizada en esta funcién calcula el valor absoluto de todos los términos de la
serie a la que se aplica, que no es otra cosa que la serie de las diferencias con la media aritmética.

Veamos algunos ejemplos:

DESV_MEDIA X
1.326530612

DESV_MEDIA Y
1.030612245

Obsérvese que la desviacion media puede considerarse también como la media aritmética de la
serie formada por los valores absolutos de las desviaciones de cada término de la serie original con
respecto a su media aritmética. Por lo tanto, la siguiente funcién APL calculara también correctamente el

valor de la desviacion media:

[L0]1 Z<«DESV_MEDIA X
(1] Z<«MEDIA( |X-MEDIA X)

Desviacion tipica
Se define la desviacidn tipica como la raiz cuadrada de la media aritmética de los cuadrados de
las desviaciones de los términos de la serie con respecto a su media aritmética. Veamos una funcién APL

que la calcula aplicando directamente la definicion:

[0] Z<«DESV_TIPICA X
[1] Z«(MEDIA(X-MEDIA X)*2)*0.5

Veamos también algunos ejemplos de su uso:

DESV_TIPICA X
1.531972185

DESV_TIPICA Y
1.287696884
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Graficos estadisticos

Uno de los graficos estadisticos mas frecuentes es el histograma o diagrama de barras verticales.
Como ejemplo de la enorme potencia del lenguaje APL, veamos una funcion de una sola linea que
obtiene directamente el histograma de la serie que se le aplica. Esta funcién se debe a Kenneth Iverson,

inventor del lenguaje APL:

(01 HISTO X
[1] Vo '[14(11-110)0.<L0.54+10x(1+X-L/X)(T/X)+1-L/X]

Veamos como puede utilizarse esta funcion para obtener el histograma de la distribucion de

frecuencias de los valores de la serie X, con la que hemos venido trabajando durante todo este capitulo:

HISTO (FRECUENCIAS X)[2;]1]

xKXk K
xKXk K
* Kk kx
* k Kk ok k
KAXKAKXN*K
KAXKAKXN*K
* k Kk ok k
KAXKRKKXAX
KAXKRKKXAX
*k Kk kk Xk

Una modificacion minima de la funcion anterior nos permite obtener el gréfico lineal de

cualquier funcién, siempre que los valores de la variable independiente sean consecutivos:

[0] GRAF X
[11] Vo' [14(11-110)e.=L0.5410x(14X-L/X)+(T/X)+1-1L/X]

Veamos un ejemplo: supongamos que la variable independiente X toma los valores de 1 a 8 y
gue la funcién que vamos a representar es igual a (X-3) multiplicado por (X-6), es decir, el polinomio
X2-9X+18. Aplicando a esta funcién el programa GRAF, podemos ver facilmente que la grafica

correspondiente es una parabola.

X<18
Y«(X-3)x(X-6)
GRAF Y

* *
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9. GEOMETRIA

El lenguaje APL es especialmente apto para el célculo de las formulas elementales de la
Geometria. La mayor parte de las operaciones geométricas pueden transformarse a expresiones de este
lenguaje de forma casi inmediata. Pero donde se observa mayor facilidad de trabajo es cuando se utilizan

coordenadas rectangulares en el plano o en el espacio.

Formulas geométricas clasicas
En primer lugar, vamos a ver como se calculan en el lenguaje APL diversas expresiones
geométricas clasicas. Comenzaremos por el area del circulo, dado su radio. La siguiente funcién APL lo

calcula en funcién del radio:

[0] Z<AREA C R
[1] Z<OR*?2

Como se sabe, la operacién APL representada por un circulo multiplica por ®PI™ el valor que
aparece a su derecha, que en este caso es igual al cuadrado del radio R. El resultado obtenido es, por
tanto, ®PI por R al cuadrado , que es la formula conocida.

Veamos algunos ejemplos:

AREA C 1
3.141592654

AREA C 2
12.56637061

AREA C 3
28.27433388

La siguiente funcion calcula la longitud de la circunferencia en funcion de su radio:

[0] Z<LONG_C R
[1] Z<2x0R

Su funcionamiento refleja la formula clésica de forma inmediata, también en este caso. Veamos

algunos ejemplos:

LONG_C 1
6.283185307

LONG_C 2
12.56637061

LONG_C 3
18.84955592

Veamos ahora el area del cuadrado, dado el lado, junto con algunos ejemplos:

[0] Z<«ARFEA2 L
[1] Z<L*2

AREA?2 1
1
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AREA2 2
n

AREA?2 10
100

Medida de distancias

Vamos a representar los conjuntos de puntos como matrices o tablas, donde cada fila representa
las coordenadas de un punto. De esta manera, si trabajamos en dos dimensiones, cada punto tendra dos
coordenadas, por lo que el conjunto de puntos vendra representado por una matriz de dos columnas y

tantas filas como puntos haya en el conjunto, como la siguiente:

T2«3 2p0 0 3 0 0 Y4
T2

o wo
£ O O

El primer punto del conjunto T2 estd en el origen de coordenadas, pues sus coordenadas son
(0,0). El segundo esta sobre el eje de abscisas, pues sus coordenadas son (3,0). Finalmente, el tercer punto
esta sobre el eje de ordenadas, en el punto de coordenadas (0,4).

De igual manera, un conjunto de puntos en el espacio de tres dimensiones podra representarse

por una matriz de tres columnas y tantas filas como puntos haya en el conjunto. Por ejemplo, la siguiente:

T'3«3 3p0 0 0 5 5 5 5 00
T3

[O200¢2 e
(@3¢ Ne]
(@3¢ Ne]

Se trata, esta vez, de un conjunto de tres puntos con coordenadas espaciales (0,0,0), (5,5,5) y
(5,0,0).

De la misma forma podriamos formar un conjunto de puntos en mas de tres dimensiones. Por
ejemplo, en el espacio de cuatro dimensiones tendriamos que definir una matriz de cuatro columnas y

tantas filas como puntos, tal como la siguiente:

T4<«3 4p0 0 0 0 5 5 0 0 0 5 0 5

Ty
0 0 00O
55 00
0 5 0 5

Los tres ejemplos anteriores definian conjuntos de tres puntos. Esto no es necesario. Podrian ser

cuatro, como en el caso siguiente:

C2«4 2p2 2 5 2 5 5 2 5
C2

N o1 01 O
o1 o1 N O
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La siguiente funcidon APL calcula la distancia entre cada dos puntos consecutivos de un conjunto
de puntos. El nimero de distancias obtenido coincide con el nimero de puntos en el conjunto. La ultima

distancia es la que separa el Ultimo punto del primero. Es decir, el conjunto se considera cerrado.

LO] Z<DIST P3;D
[1] D<«P-1e6P
[2] Z<(+/D*x2)*x0.5

La primera linea de este programa calcula la diferencia entre las coordenadas de cada dos filas
consecutivas. La segunda calcula el valor absoluto de las distancias, como raiz cuadrada de la suma de los
cuadrados de las diferencias de coordenadas obtenidas por la linea [1].

Veamos como se aplica esta funcion a los conjuntos de puntos definidos anteriormente:

DIST T2
3 5 4
DIST T3
8.660254038 7.071067812 5
DIST Ty
7.071067812 7.071067812 7.071067812
DIST C2
3 3 3 3

Obsérvese que el nimero de distancias es siempre igual al nimero de puntos. Que el conjunto de
puntos T2 define un tridngulo rectangulo de lados iguales a 3, 5y 4 (pues el cuadrado de la hipotenusa,
25, es igual a la suma de los cuadrados de los catetos, 9 y 16, de acuerdo con el teorema de Pitagoras).

También puede verse que C2 define un cuadrado de lado 3.

Poligonos
La siguiente funcién APL comprueba si un conjunto de puntos dado en forma de matriz (como
se vio en el apartado anterior) forma un poligono (el resultado de la funcién serd 1) o no puede formarlo

(resultado igual a cero). Este ultimo caso ocurrird, normalmente, si los puntos estan alineados.

(0] Z<«POLIGONO P;D;S8P
(1] D<DIST P

[2] SP<«0.5x+/D

[3] Z<n/D<SP

La primera linea de esta funcién calcula las distancias entre cada dos puntos consecutivos
utilizando la funcién DIST. La segunda calcula el semiperimetro del supuesto poligono (la mitad de la
suma de las distancias). La tercera comprueba que todas las distancias son menores que el semiperimetro,
condicion indispensable para que se forme poligono.

Apliguemos la funcidn a los conjuntos de puntos anteriores, para ver cudles forman poligono y

cuales no:
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POLIGONO T2

1

POLIGONO T3
1

POLIGONO T4
1

POLIGONO C2
1

Todos ellos forman poligono. Probemos ahora la funcion con tres puntos alineados: (0,0), (2,2) y

(4,4). Los tres se encuentran sobre la bisectriz del primer cuadrante del sistema de coordenadas utilizado:

POLIGONO 3 2p0 0 2 2 4 4

Efectivamente. Como podiamos esperar, estos tres puntos no forman un poligono. Obsérvese que
podemos aplicar la misma funcion, tanto en el plano, como en el espacio de tres dimensiones, como en

espacios matematicos de mas de tres dimensiones.

Tridngulos

En primer lugar, vamos a calcular el area de un tridngulo por la férmula de Herén, que dice que
dicha area es igual a la raiz cuadrada del producto del semiperimetro del triangulo por las tres diferencias
entre dicho semiperimetro y las longitudes de los tres lados. Esta es la funcion APL aplicable en este

Caso:

[0] Z<«AREA T;D;SP

[11] D<DIST T

[2] SP<«0.5x+/D

(1] Z«(x/8P,8P-D)*0.5

Su explicacion es inmediata, recordando la funcion anterior. La linea [3] es la expresion exacta
de la férmula de Heron.
Esta funcién también puede aplicarse para calcular el area de un tridngulo, cualquiera que sea el

namero de dimensiones del espacio sobre el que esté definido. Vedmoslo:

ARFEA T2
6

AREA T3
17.67766953

AREA T4

21.65063509
AREA 3 2p0 0 2 2 4 4
0

Obsérvese que incluso podemos aplicarla a un conjunto de tres puntos alineados, aunque en este
caso nos da un &rea igual a cero, como es logico.
La siguiente funcién APL calcula las coordenadas del baricentro de un triangulo definido por las

coordenadas de sus vértices:
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[O] Z<BCENTRO T
[1] Z<(+#T)=+3

En efecto, el baricentro de un triangulo tiene sus coordenadas iguales a la media aritmética de las

coordenadas de los vértices del triangulo. Veamos cémo se aplica:

BCENTRO T2

1 1.333333333
BCENTRO T3

3.333333333 1.666666667 1.666666667
BCENTRO Tu

1.666666667 3.333333333 0 1.666666667

El programa que vamos a ver a continuacion es un caso mas general del célculo del baricentro y
puede aplicarse a la resolucion de problemas de estatica. Supongamos que tenemos varios pesos
diferentes situados en los vértices de un triangulo: ;cual sera el centro de masas del triangulo? La

siguiente funcién lo calcula:

L[O] Z<M GCENTRO T
[1] Z<(M++/M)+.xT

Veamos varios ejemplos de su utilizacion:

1 1 1 GCENTRO T2
1 1.333333333

2 2 2 GCENTRO T2
1 1.333333333

1 2 3 GCENTRO T2
1 2

4 2 2 GCENTRO T2
0.75 1

2 4 2 GCENTRO T3
3.75 2.5 2.5

2 4 2 GCENTRO T4
2.5 3.75 0 1.25

Se observard que, si las tres masas son iguales, el centro de masas (0 centro de gravedad)
coincide con el baricentro del triangulo. Si las masas son diferentes, el centro de masas se desplaza hacia
las masas més grandes. La misma funcidn puede aplicarse al plano, al espacio tridimensional y a espacios

de més dimensiones, asi como a cualquier nimero de puntos, y no sélo a triangulos.

Aproximacion de Pl

Vamos a calcular una aproximacion de PI, obteniendo el perimetro de un poligono de 2xN lados
inscrito en la circunferencia de diametro unidad. Como se sabe, la longitud de esta circunferencia es
exactamente igual a PI. Para calcular el perimetro del poligono, bastara con multiplicar por dos su
semiperimetro. En cuanto a éste, es el conjunto de distancias entre cada dos vértices del poligono situados

por encima del eje de abscisas. Veamos la funcion APL que realiza este calculo:
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[0] Z<PI N
[1] N<O0,(1N)=N
[2] Z<2x+/~1vDIST N,[1.5]00N

La primera linea divide el intervalo 0,1 en N partes iguales. En la segunda linea encontramos

primero (leyendo de derecha a izquierda) la expresion

oOonN

que calcula la raiz cuadrada de N cuadrado menos 1 para cada uno de los valores de N. Ahora tenemos la

expresion

N,[1.5]100N

que forma una matriz cuya primera columna es N (las abscisas de los vértices) y la segunda es el
resultado de la expresion anterior (las ordenadas de los vértices). Ya tenemos, por tanto, calculadas las
coordenadas de todos los vértices del poligono inscrito que estan por encima del eje de abscisas. Ahora
tenemos que calcular la distancia entre cada dos de ellos, para lo que aplicamos la funcién DIST. Pero
como esta funcion nos cierra el poligono, calculando también la distancia entre el Gltimo punto y el

primero, que aqui no nos interesa, la eliminamos con la expresion

“1+DIST N,[1.5]00N

Finalmente, sumamos todas las distancias obtenidas (lo que nos da el semiperimetro) y
multiplicamos por 2 para obtener el perimetro, que serd una aproximacion de Pl tanto mejor cuanto mayor
sea el numero de lados del poligono.

Veamos algunos ejemplos:

PI 10
3.132264619

PI 20
3.13830042

PI 30
3.139801571

PI 50
3.14076059

PI 100
3.141298567

PI 200
3.141488694

PI 500
3.141566356

PI 1000
3.141583356

PI 1500
3.141587593

Comparemos los resultados anteriores con el valor real de PlI:
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o1l
3.141592654

CONCLUSION

Podrian ponerse muchos mas ejemplos de la aplicabilidad del lenguaje APL a la ensefianza de las
Matematicas, la Estadistica o cualquier otra de las ciencias. Mas creo que basta con lo anteriormente
expuesto para que el lector pueda hacerse una idea de la enorme potencia de este lenguaje y la facilidad
de programacion que proporciona. El inventor del lenguaje APL (Ken lverson) ha publicado varios libros
que tratan, precisamente, de su utilidad para la explicacidon de los conceptos del algebra, la ldgica, el
analisis de circuitos eléctricos, la traduccion de lenguajes de ordenador y otras muchas areas. El autor de
este libro lleva también cierto tiempo trabajando en el disefio de extensiones al lenguaje APL para hacerlo

mas aplicable aln a la programacion de aplicaciones de inteligencia artificial y de sistemas expertos.
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